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ttoflfommen confequenten 



<3i)jiem8 ber motljemotif, 



»om 



ptoftftot Dr. Mattin ©jjm, 

an ber Äonigl $riebri4«gBitytfa* # ttni*erftt5t, an ber ftimigl. tfQgemeineit StritQtföuU, fo tele 
4» ber ÄenigL »erebtigtett 3lrtiflerfe- unb Sngeniettr . 6$ule jn ©erlitt; ber Äaifcrt. ftaffiföen 
Vfabemie ber ©fffenföaften ju 6t. 9eter*&urg, ber Aonfgf. ©afler. »fabemie ber ©iffenfiafteti 
|tt Wun^ett , fo toie mehrerer anbem gelehrten Oefettföaften forrefoonb. SRttgtieb; ffittter be« 

ftofyen tWer-Orbe»« IV. Waffe. 



Siebter %$t\l 



»MtettJeta, 1851. 
SBerTag ber Sfriebr. Äorn'fdjen 93ud$anblung. 



§13 



2) i e 2(|re 



bei 



enMtd)eit ©ifferenjen uni> Summen 



unb 



fcer reellen gaftoriellen unb gafuttäten, 



fo tt)ic 



Me 2tyeorie ber bejUmmten 3«tffltale, 



Dom 



froftffot Dr. ittattin €>(jm, 

an ber Jt&nigt. 8riebH4«8Htye(mf*Uiii»erf!t6t, an ber ÄBntgl. fragcmrinrn Ärfffllfäitlf, fe tote 
as ber ÄontflL »ereinigtejt ttrtiHerte* »nb 3ngenitttr-@<}ttlr pt Berlin; brr Äaiferl. ftuffffötn 
Kfabemie ber fBiffenMaften ju 6t. flrtertburg, ber JtbnigL ©a$er. Slabemie ber ©ifFenfönften 
in Stinten, fo toie mebrerer anbern geirrten Qrfrttföaften forrrfponb. SRitglieb; Ritter brf 

Rotten «bler-Orben« IV. Stoffe. 



9Wh*6etft, 1851. 
Verlag bet triebt. Äorn'föen 8u$fymblmtg. 



SB o r r e b e* 



viati) langet: Unterbrechung iji tt bem attjutnel befd&äftigten 
Serfajfer wieberum möglich geworben, bem *ßublifo einen neuen 
Sfyeit feinet größeren %tfyxhuä)$ *) ju übergeben- 2Ber tiefen 
8ten Styeil fiubiren unb ettpaö barauS lernen will, muß bie 
elementaren Äenntnifie ber £>tfferenjfal* unb 3ntegrat*9iecfc 
nung mitbringen. (Sin fold)er Sefer nrirb bei einem grünbtid&en 
unb fangfamen ©tubiren feine ©djttnerigfeit finben, fic$ aber 
babur<$ jum SSerjiefyen ber fd?tt>ierigfien matfyematifdjen arbeiten 
ker 9ieujeit unb ber intereffantejien Sltrtoenbungen, genägenb Dor* 
bereiten Ißnnen. 

SBir erlauben un$ aber ben geneigten ?efer nodj auf (Sink 
geä aufmerffam ju machen. 

5)ur<§ bie franjoftfd)en aftatfyemattfer ifi e$ au<$ in £>eutf<fc 
lanb 9Robe geworben, eine entließe ober unenblic^e 9teü)e burd> 
iljr allgemeines ®lieb, bem ba$ ©ummenjeid^en 2 fcorgefefct 



*) DerfRame „Sefcrbug" fagt angletg &itttöttgH4> beutflg, baflberSSerf. 
»igt für SJtotyematifer fgreibt, fonbem für folge, He e* »erben öjoüeit. 
Der 23erf. glaubt aber, baf man namentltg aus btefem 8ten tmb bem fol* 
genben 9kn Steile bfefe* 2DerFe$ (»elger *u Sfiern 1852 erf^efoen tottb) 
»tri lernen lömte, unb barnnter <rog <£infge$, »oburg bie SBfffenfgaft felbfl 
ettoettett »orben ifi*. — Dem Sebnrfnijfe ber Anfänger an eniforegen, ifi 
fei* bie »igttgjie Aufgabe, »elge ber SBerf. bei 9to«arbefrnng feiner fiefcr* 
böget {ig gefe|t W unb jtg fefct. 
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vi 8 o r r e b e. 

wirb , ju bejeid)nen. 6o ftnbet man alfo }. 95. bie ©leidjungen 
(wenn n pojttto ganj »orauSgefefct wirb) 

* 

2) (,+b). = ■5- "(-»K»-2) - C-s+ 1.) ...» 

S = 1 • ä • O ••• S 

3) Ä*(l+z) = ' 1" (-l)- 1 ^ 8 } 

8 = 1 S 

u. f. ». f. — ©ben fo fann man noc$ fdjtefben 

4) *'- fc i.<-'y- 1 .w.-(2k+i) ; 

k = oo Y 2k 

5) Cbf X = -Z (-1)* 5 



k = o 1-2-34 ... (2k) ' 

2>ie @lei($ungen, welche übet unb unter bem 33u#aben -2 ju 
fefyen jmb, jeigen 1) welcher SBud&fiabe na# unb na<$ aüe gan* 
am 3afyfemoertye, mit Sinföfaf ober mit Sluefd^Iu# bet 5RuH, 
annehmen fott, unb 2) toeld&ed bie ©renjtoertfye biefer 33udj* 
ftaben s, k, u. fmb. — «Der SBerf. fd&tetbt bagegen bie 
obigen 5 ©letctyungen fo: 

1.1.) |=^ = sf x* 1; 

1— x La+b=n-lJ 



ober au# = S 



. a-h* = n J 



3. &> %(i+*) = s [ (-D« . ^-]j 

[ x 2a+l "1 



*) Hute? n! »erfreu ©fr ba* «Pr*bttft 1.2.3.4 — n; unter 
a*' r bagegen ba* ywbnft *on n gaftoren a(a+r)(a-f-2r) ... [a+(n-l)r] 



$ er reb t vh 

5.5.) ßwx = s[(-l)«. ( -g ] ]. 

2)af bet SJetf. flatt be6 gried?ifd^en Su^fiaben 2 bo* lateintfd^e 
S fefri, iß natürlich etwa» gan» glei^göltige«, unb ifl fol$e$ 
nur gefäefyen, bamit bet 5Bu<$jiabe 2 oft jieljmbe* 3ntegta* 
tiondjei^en enblid&er !I>ifferenaen*2lu6brucfe, woju e* fäon frfilje* 
bcmifct wotben unb fo lange f#on benufet wirb, ni$t jtteic* 
fetten ju btenen btau<$e. dagegen ifl e* bei be* SJetf. be* 
aei<$nung$weffe wefentli<$, baf ein für aUemal feftgefefct ifl: 

1) 3eber Heine beutföe 33uc$fiabe bebeutet jiet* Stall unb 
iebe pojttfoe ganje %al)l f eine nac$ ber anbern bid ine Un* 
enbltd&e fort. 

2) Äein anbetet aW bet Heine beutföe 33u#abe wirb ju bem* 
feiben 3wecfe fcerwanbt. 

3) 5>ie untergefefcien ©leicfcungen jwiföen ben Keinen betttfe^en 
33u<$flaben befc^ränfen bev ledern ©ebeutung; bie ©lei* 
djung a+b = 5 j. 93. jeigt beutlicfc, baf ber 93u$fiabe 
b nur bie 6 SQert^e 0, 1,2, 3, 4, 5 annehmen tarn, 
weil bei iebem grofeten SBetty t>on b ber anbete (leine 
beutf$e 33ud)fiabe a einen negativen 8ßetty erhalten 
würbe (bamit a-J-b = 5 fe^n fonnte), wa$ gegen bie 
geftfejjung 1.) ifl 

4) S)ut<$ Sfowenbung biefer befefc t an fenben ©lei<$ungen 
witb, in oft fetyt »etwidelten Meinungen mit Steigen , eine 
ungemeine, ja unerwartete ©nfa^^eit möglich 

SMfyetrt fyittfibtt finbet ft$ in ber „Sfyeotie ber combtoa* 
totif^en Aggregate", im 2ten Steife (2te Staflage) be* Aftern* 
t>et SRafymatlf. »erttn 1826. 2fagenb«cfH<# mochte bet »etf. 
but<$ bfefc fittje Stobeutung nur ben SJotwutf »ctt frty «Meinen, 
att beharre et ofyneUtfac^e auf f einet beutf<#en©tjeid?mtng*' 
weife. 



viii 95 e r r e b e. 

SBitb enblicfc ftatt be6 S ein P gefefct, fo wirb bann ba6 
*ßtobuft betfelben ©liebet »etjlanben, beten Summe Dornet 
gemeint wat. 

iDutd) 6 au $9, bejfen übetlegenem ©eifie unb bet babutdj 
bei ben weniger Äunbigen gewonnenen Slutotität, e$ gelungen 
ijt, auä) feine jafyltei^en 3ttt^ümet befonbetS in 3)eutf<$lanb 
einjuf<$wätjen , ijt untet Slnbetem audj eine 5Bejei<$nung SRobe 
gewotben, welket ftdj bet SSetfaffet nie anfdjliefen witb. 2Bit 
meinen bie ©d&teibweife : 

1) lim. a* = 0, wenn a^J; 

2) Hm. (l+— ) = e x , wenn x enbli<$ unb beliebig teeH; 

3) Um. (z*logz) = 0} 
U. f. W. f. 

3)utc$-bie ©lei^ung 1.) foll auSgebtitcft wetben, bafü bet 
äBettl) von a x , wenn a pojitto unb <:1 ift, ft<$ julefct 
immet mefyt bet SRuH niljett unb tfyt unenblid)*nal)e fommt, je 
mel)t bet, fiet« pojitto gebaute 2Betty »on x wä$ji, unb wenn 
x julefct unenbli$*gtof gebaut witb. — SBit fdjteiben, um 
baffelbe au$jubtü<fen, blof fo: 

1.1.) a x = fit x = +» unk «<!« 

5)ut# bie ©leidjung 2.) foK auSgebtücft wetben, baf, fo 

lange x teeU unb enbli<$ tji, bet SBettfy von (l+— ) bem 

gQBert^c »on & jtdj befio mefyt näfyett, je gtöjfct (fcon einem 
gewijfen ab) bet SBettlj x>on m (unabhängig »om SSotjeic^en) 
iji, unb baß julefct beibe SBettfye einanbet unenbltc$*nafye 
fommen, wenn m (pojttfa obet negatto, abet abgefefyen vom 
5Botjei<$en) juleftt unenbli<$*gtofi gebaut witb. — SBft 
fäteiben, um baffelbe auSjubtucfen, blof fo: 



35 o r r e b e. ix 

.2.2.) (*+— ) ==ea S **ttm x twö unb enblid) unb m=±oo. 

3)ie ©Iei<§ung 3.) will fagen, baß berSBertl) von z«%z 
jitty ber 9iuH bejio meljr nähere, je Heiner z iß, wenn nur po* 
fitto, unb baf z«%z son bem SBertlje um unenblidfcwenig 
wföieben fety, wenn z felbft nur nod) unenbli<$* wenig t>on 
ber 3?uH abweist. — 2>afür (^reiben wir Mof , um ganj baf* 
felbe auSjubrütfen : 

3.3.) z.%z = für z = 0; 

unb not§ beffer würbe e$ fetyn, wenn man fc^reiben wollte 

z«%z = — für z = +0, x ' 

1 1 

inbem man unter —0 unb +0 bejüglidj) unb H — 

ft$ backte. 

SBBir galten unfere 6<$reib weife , fobalb man jt<$ einmal 
baruber verjlanbigt l)at, für einfacher, entfctyiebener unb »er* 
jtänblittyer unb werben fle bafyer, wie bisher, au# tyter betbe* 
galten. 

<£nbli<$ fönnen wir nie angeben, baf -^ ba* Unenblutye 

kjeidjne, eben fo wenig als wir unter %0 baS negattoe 
Unenblidje »orgejieKt un$ benfen förnien. 2>iefe formen jei* 
gen im ©egentljeil jebeSmal eine Sludnatyme an, in welker 
flatt ber allgemeinen eine befonbere Unterfud&ung eintreten 

muf. 33etra<§ten wir j. 93. bie ftunttion Tg(%n-\-x— a). Sie 

1 

nimmt ben 2Bertfy +od an, fobalb x = a ifi; wä($fi 

1 

nun x um unenblitfcwenig , fo baf x = a-| — wirb, fo nimmt 

biefelbe gunftion ben SBertl) — ao an. gfir ben 3wif<$en* 
wertb x = a nimmt fle aber bie gorm ^f- b. I). bie 



x äJorrebc. 

i 
gorm -*r an. 3Me Sangente *on |tt+x— a untertriebt bafyer 

für x= a ifyr fDafe^n; fte eyifiiri als foldje gar nid)t meljr, 
unb bie 2lu*nal)m$form , näfyer unterfud&t, letyrt und blof , baf 
iefct bet Cosinus = unb ber *&»«/ = 1 ifi. Stellte man 
aber mit bem 3Bertl)e ber Tg\n (bet nadj unferer Meinung 
gfcr m$t eytfitrt) weiter rennen, fo müfte man +a° unb 
— od jugleic§ bafür fefcen, wa$ bo<$ au<$ nidjt geraden wäre. 

Sben (o ifi hg(-\ 1 = — <x>-\-2n7i: •V^i , worunter 

ein SBertb reell ifi unb = — od (für n = 0); bagegen ifi 

log ( j allemal imaginär unb = — 0D+(2n+l)re • V^Ä. 

1 i 

!Run liegt jwiföen +— ur(t > — -z:- SBotlte man nun 

logO al« ba$ negative Unenblidje anfefyen, fo müfjte man fetyr 
im 3ftetfel fetyn, ob man bie jum Z\)dl reelle ober bie allemal 
imaginäre gorm bafur ju fefcen tyabe. 

SBenn ferner au$ ax = b gefunben worben ifi x = — , 

a 

fo geigt, wenn a = wirb, bie$ nt#t an, bafü x = od fety, 
foubern e$ geigt ben SluSnaljmSfall an, in welkem bie gegebene 
©leityung ax = b in 0-x = b b. 1). in = b übet* 
gefyt,-ben Unbelannten x gar nidjt mel)r enthalt unb baljer jur 
Sefiimmung biefe« ledern aud) nid&t metyr bient. 

Quid) biefe Betrachtungen glauben wir aber eö geredjtfer* 
tigt ju fyaben, wenn wir lieber fagen „bie gunftion f x , weldje 

„für gewiffe SBerttye t>on x, bie gorm -~-, ober %0, ober 

0° annimmt, unterbreche an biefen ©teilen iljr 3)afetyn", al$ 
baf wir fagen motten, fte unterbreche an biefen Stellen it)te 
@ t et i gleit, um fo mefyr, aW biefe* leitete gar nidjt immer 
gleichzeitig ber %aU ju fetyn fäeint, in fo ferne j. 95. bie Sunt 



f& o x t e b e. xi 

1 

Hon t = 7 _n» * wätyrenb x alle reellen unb wadjfen* 

ben SBett^e *on —od an bur<$ WuH binbutd? bi* ju +ao 
bin erhält, *on -| — an jiet* wac^fl bie ju + a> ^m 

(für x = a V bann für x = a tyr Dafe^n unter> 

bri<$t, um bann wieberum &on +a> an (für x = a-| — 1 

bi$ ju H — bin wieberum jietig abjunebmen. Der SBertb 

1 

biefer gunftion f x gebt alfo »on H — fietig waebfenb fort 

bi$ ju +od ^in, um bann *>on +a> an wieber bid ju 

-\ — fietig abjunebmen. SRidjt* bejloweniger iji jwtfcben ben 

1 1 

beiben SBert^en + ao, welche f x = ( )% für x = a=F — 

1 

annimmt, eine Äluft, weld&e burd) ben 2lu«ft>rucb, baf -tt = <x> 

fe^ r nic^t angejeigt fetyn würbe. 

3Ba$ wir aber fo eben nur au$ bem @eftd)t$punfte ber 
Styatfadje betrautet l)aben, ifi im lten Steile biefeS SBerfeS 
genetifd) begrünbet, unb in biefer Segrünbung liegt bie 8$ er* 
nunftnotbwenbigfeit aller foäteren Grfdjeiramgen. 

6nbli<$ bemerfen wir noeb, bafi biefer 8te Sfyeil audf) atö 
ein »ollig für ftdj befie^enbed SBerf angefetyen werben fann, 
weldjeä au6 4 Slbfyanblungen befielt, bie felber wieber unter jtd) 
nur fe^r lofe jufammenfyängen. 3um SBerjie^en biefer 8ten %ty\* 
leä brauet man aud) nidjt bie ttorbergegangenen 7 3Tt>eile fht* 
birt ju ^aben, wenn man nur bie (Elementar lehren ber 
2)iff erenjial * unb 3tttegraU9te<$nung irgenb wotyer genommen 
unb fi(b angeeignet fyal ©elbji jebe ungewobnfi^ere Sejeicb* 



55 e t f u d) 



eines 



ttotlfommen confequenten 



<St)ftem8 ber matbematif, 



vom 



llrufcfTor Dr. IHartin ©dm, 

an (er Äonigl. $riebri$-ffi{tyelm«-Uiriberfltöt, an ber Äcntgf. ttttgemeinrn ftrttQtföult, fo mir 
an ber flentgl bereinigten 9lrtitterie* unb Sngenieur - @$ute gn Berlin; ber Staiferl. 9taffif4en 
Ufabemie ber QMffenföaften ju 6t Vetertburg, ber flöntgl Säger. Stabemie ber SBtffenföaften 
ju SRnngen, fo fcie mehrerer anbem gelehrten ©efftlf^afttn forrefponb. SRitgtieb; Witter be« 

9Utyen «bfer-Drben« IV. Älofff. 



Kd)tex Xfteil. 



giättifierg, 1851. 
9Sertag ber Srirtr. Jtprn'f^m SBulfftanblung. 
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2) t e 2 e M e 



bet 



enbltdjm ©ifferenjen unb Summen 



unb 



&er reellen goftorieUen unb gafultäten, 



fo tt)ic 



bie Styeorie ber bejümmten Sfotegtale, 



vom 



JrofefTfoi: Dr. iHartin €Mjm, 

an bfr Stimigl. $rfebri$«3Htyrlm<'ttnt*trf{ta'r, an ber Äoitißt SSgcmthtrit Ärifglfönte, fo tote 

an »er ÄontßL »(reinigten Artillerie • unb Sngenteur- €>$ule gtt Berlin; btr Aaifert. ffluffiftien 

. STfübmie ber fiMfenföaften ju 6t f rterrtnrg, ber ÄontgL »ajfer. Sfabentie ber fBiffenföaften 

in Standen, fo toic mehrerer anbern geborten ®efe0f$afien ferrefbpnb. Wirglieb; töitter brt 

flogen «bler-Orben« IV. Waffe. 



9t«ttt*etft, 1851. 

Strfag b« Sriebr. Aont'ftytn IBud^anblung. 
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§. 14. 3Mgemeine Knftgien über ben Äalful. — gnatytiföe begriffe be* 
9>ofitfoen, be* ftegatfoen, ber 9luH, be* 93rui$e*, be* ©r6fern unb 
kleinem. 

§. 15. begriff be* reellen unb be* imaginären ttnenbli<$ kleinen «nb Un* 
enblu$*©rofjen. 

1 1 

§.16. Sebrfa&e barüben 3) x.Lx = - — für x = + — ; 

' w ' OD OD 

— = +-i für z = oo; 4) x* = 1 für x = + — . 

Z OD ' ' ' OD 

§. 17. £)rbnungen be* (reellen ober imaginären) Unenbliifc* kleinen. 

§. 18. 3"fc0Utt0 *** ®lei<$ungen ätoif*en Unenbliifc* kleinen »ergebener 

©rbnungen. 
§. 19. SBarunt ba* reelle ober imaginäre Unenbli$»ßleine gegen jebe* <fotb* 

Itcfce, unb ba* reelle ober imaginäre <£nbli$e gegen jebeö Unenbli$*<3>ro§e 

»erfc&toinbet. 
§. 20. ^Begriff be* allgemein -befHmmten integral*; ßrganjung*glieb jur 

Xa^Ior'fc^en SReifce. 
§. 21. lieber ben ©ang ber reellen SBertye einer gunftion. Sei bem lieber- 

gang ber gunftionen bom Reellen $um 3maginaren bur$ Sfrull tyinbunfl 

ftnbet nie eine Unterbrechung ber (Stettgfeit fratt. 

(gtfle SHJJjattMttttg. 

$Ute* unb fteue* bon ben ttnenblic&en SRei^en. 

(SrjieS Äapüel. 

Gnttoicfelttttgen in unenblld&e ?Retfyen. 

§. 1. Unterfcfcieb atoiföen bem refurrenren unb inbepenbenten ©efefc 

einer Steige. 
§. 2. Segriff ber (gntfcicfelttng eine* 8u*brttef* in eine ftetye. 
§.3. Se^rfa^e ber $erglei$ung ber Koeffizienten gtoeier gleiten SRetyen. 

§. 4. Die ftei&en für Sinx, Casx, e x , a x ftnb feine «niWrfelttnge»; 

aber bie 9fcü)en für %(l+x) unb für (l+x) z finb Gntondfelungen. 

— Der j>olwtomtf$e ge^rfafc. 

§. 5. Die ftetye be* fftaclaurin al* <£ntnn(ieluttg*-SWittel. 

§. 6. Die barau* abgeleitete Sagrange' föe Gffttoü!elitng*retye. 

§. 7. Der Sagrang e*3Äaclaurin»f(|e &&rfa$ (mit bem Grgänaungt* 

(Bliebe). 
§. 8. (Erflarnng be* ffiefen* ber &alb*com>ergentett ffietyen. 
§. 9. «Wetyobe ber unbejlimmten Äoeffl&ienten, 
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§§. 10. — 13. aber bann erjr angeuwnbt, nacjbem man »on ber <SHetd[>ung bie 
(ogartt&mifcjen £ijfeTen§iale genommen, ober nacjbem man erfr eine £>if* 
ferenda! -GHet<$una. gebübet, au* welker bie gufammengef entere gunftion 
elüninirt fi<$ ftrjt. 

§. 14. Slntoenbung jtoeier (Enttoicfelungen jur SKuffinbung öon Delationen 
j»ife$en ibren #o effizienten. Der Weioton'föe 2e$rfafe »on ben $8&ern 
©leicjungen. ( $lu*toert$mtg ber rerfproFen Voten} 'SRctyen mit geraben 
<&j>onenten). — U. f. ro. 

3wette$ Äapitcl. 

Einige 2Retboben ber ©ummation ber 8tei$en. 

§. 15. Segriff ber (Summe unb ber ©ummation. 

§. 16. Söelcje ©uimnen al* befannt »orau*gefefct Kerben, 

$. 17. 3wüäf*tyntng anberer (Summen auf befannte. 

§. 18. ©ummation von Deinen, bte m$ ©ton* unb fcofmu* ber öielfad&en 

Sogen fortlaufen. 
§. 19. ©ummation &on SReifcen, bie bur$ Differenjiiren ober 3ntegriren 

auf anbere auruefgebraejt tr erben, beren (Summen bereits befannt ftnb. — 

$fo*»ertyung ber reetyrofen 9>otenj- fRtfytn mit (geraben unb) ungeraben 

<&»onenten. 
§. 20. Sortfefcung biefe* Serfa&ren*. 
§. 21. £>er 3>arfe»arf($e Sefcrf«*- 
§§. 22. 23. ©ummation einer ffiei&e, beren rekurrente* ©efefc linear unb 

befannt ifr. 

2>ritte$ Äapitet. 

Einige ^ennjeiejen ber Gon»ergen$ ber Deinen. SSon ben 
(©ummen*) SBert&en con»ergenter Steigen. 

§. 24. Segriff ber <£on»ergen$ ober Dioergenj einer unenblicjen 

nitmerifeben dlttyt mit reellen ober imaginären ©liebern. 
§§. 25.-28. £e$rfafce ber Gonoergenj ber ffieüjen. 
§. 29. Ueber bie (Jonoergenj einer befHmmten fcon ©auf be^anbelten <8at* 

tnng »on 2Reü)en. 
§§. 30. 31. 2Bie ber 2Bert$ einer conoergenten fteuje au* tyrer attgemei- 

nen ®ummt fyeworgetyen muf. 
§. 32. #0$ tin intereffante* Seiftiel ber Stottettyung einer gegebenett 

numerifdjen unenblicjen 9teü)e. 
§. 33. ttnterfcjieb jtoifdfen einem conoergenten nnb bi&ergenten 9Jro- 

buft von unenbli<$ - bieten gaftoren ; — Sfofloertyung beffelben. 



xvi 3 t $ a l t. 

ätotitt $H>$attHttttg. 

SBon bcn Differenzen* unb ©ummen-9tei$en, fo töte bön ber 
Stecjttung mit enbli^en Differenzen nnb Gummen. 

» 

aSiertce Kapitel. 

ßrftc 8bt&eUung. f8on ben Differenzen* unb (Summen* 
ffiei$en. 

§§. 34. 35, Segriff ber Differenz Reiften, ber (Summen «ftetyen unb ber 
ttr-!Rei$e. 

§. 36. 1)it Äonjtanten ber (Summen- ffietyen. 

§. 37. Die bret £auj>tgefe$e (1.— 3.) ber Differenz -ffietyen, unb bereu all- 
gemeinerer 9to$brud (4.-6.). 

§. 38. Die entforeifcenbett brei $au)>tgefe^e ber (Summen*!Rei|}en, mit tyren 
(Srgättjungägliebern. 

§. 39. Diefe 6 ©efefce für eine ttr-ffiei&e, bie nodfr 3»if*en^Heber zulagt. 

§. 40. SBergleid&ung ber zu beiben ttr* Stehen ge&Brtgen Differenzieren 
mit einanber. 

§. 41. Diefe $erglei$ung zum fönföalten neuer ©lieber beuujt. 

De$ 4ten ^a^ttel^ ztoeite 3lbt$eilung. 
§§.42.-50. Saplace'S S^eorie ber erzeugenben Sunftionen. 

günfte* Äa^ttel. 

fßen ben enbli$en Differenzen unb (Summen. 

(Erjle Hbt^eilung. Huffinbung ber enblic|>en Differenzen unb 
(Summen »on enttotcfelt gegebenen gunfttonen. 

§. 51. Definition »on Jf x unb -£f x . 

§. 52. Die entfpre$enben Benennungen. 

§. 53. $eriobif$e Äonjtonte. 

§. 54. Die früheren $auptgefefce ber Differenz-ffietyen, auf ben feigen be* 

fonberen gaU angetoanbt. 
§. 55. allgemeine ©efefce ber Differenz ^f x unb ber ©umme -2^. 

§.56. SGBie bie /i unb Z »on C, </> x *t/> , Cy x , <*> x «Vx Ö*" 

funben »erben; 

§. 57. ferner bon a x , a" 1 *; 

§.58. ferner bon x m '\ x m, -\ (£) ; 

§. 59. ferner öon Sinx, Cosx. 
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§. 60. I. ^x m ; IL ^f x bnr$ ben Sa* let 'ffren ?eJrfo»; eben f* 

no# ^Z»^, ... ^Tf x . 

$. 61. Hrit&metif<$e Sfirfi^en bei m*« Drbnnng; i$r allgemeine« ©lieb iß 
immer eine gange gunftion ber m*» JDrbnnng. 

$. 62. 3n ü)r iß jebe* ©lieb b»t# bie m+i n&$ß bor$erge$enben ©He- 
bet auägebrüelt. 

§. 63. SBie bie (Summe bon beliebig bieien ifiret ©lieber nur in m+1 
©lieber berfelben auflgebrüeft toirb. 

§. 64. SBie btefe leiteten §§. gut Gonßruftion bon Tabellen benufet »erben 
Jonnen. 

$. 65. 2ßie au* ber Differenzen* 9ie$nung bie Differential- SReefytung $er- 
borgest. 

§. 66. Sortfe&ung be$ §. 60. SBie &% in Jf x , 4*f x , k. k. aua* 

gebTÖcft »irb. 

§. 67. -T(x m ) in Sorm einer unenbU$en (Reü)e; Definition ber 33er- 

noulli'föen Qa^ltru m 

§. 68* »flgemetnerj 2T X in unb bu«$ bie, IBernonlli'f^en ßaffitn^ 

§. 69. jugleufc mit bem (ErganjungSgiteb, »emt man bie unenbii$e 9btye 

irgenb tto abbrechen lagt« 
§. 70. 9?o$ einige Serielle Gummen in eublkfcer Sonn. 
§. 70*. 8ebtt!tion$forme!n für Z(<p x *y x y y 

§. 71. für Z(Smx) m .(Cosx) n 

§.72. für -Zl(ax+b) p .5iiix unb ^(ax+b)* . Cosx. 

De* 5ten Äapitel* streite »btfceilung. <&nblic$e Integration 
ber enblitfcen Differettjen*©lei<$uttgen. 

§. 73. Segriff be£ enblicjen 3ntegriren$. 

§§. 74. 74b. Die enbli^e Integration ber linearen ©ieufung ber erften 

JDtbnuttg. 
§. 75. SÄet&obt ber Variation ber Äonßanten. 

§. 76. Sntegration ber reb. linear. ©ieicDungen mit «ußanten Äoefftienten. 
§. 77. Hebet bie Seßimmung ber üonßanten. 
§. 78. Einige Probleme bet %a)latt. 
§. 79. ©lett&ungen mit genügten Differeusen. 

©elftes Äapttcl. 

(Einige $Jn»enbungen ber enblicjen Differenzen* unb ber 
enbliejen €>nmmen*3iei$ttung. 
VIII. ' © 
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§. 80. £atftf«fif$e Srngiutitg ber SBertye einer 8wt!Hon f x . 

§. 81. ©a* 3ttterj>oUren. 

|$. 82. 83. ©ntmnation »Ott Reiben. 

©ritte ttfiftuttbliittg. 

Styeorie ber nuuterif4*befiitttittten Sntegrale. 

Siebente* Kapitel. 

$$. 84. 85. Begriffe, ftad&ioeifwtg tym 2Birfli<bfett. 

$$. 86. 87. £* if nicjt immer /" f • dx = f f .dx, aber allemal, fo 

a b-f-a 

oft ba* erflere Sntegral einen ffiertb bat. 
|. 88. <£igenf$aften ber numerifcb-befHmmtett 3ntegrale. 
§. 89. Sebrfäfce jnr 23efHmmnng ber ©renken tyrer Söertbe. 
f. 90. Segriffe ber Gon*ergen§ nnb $ibergrn}, femer be$ ttnnnterbrocben» 

€>epn* nnb be$ Unterbrofbett^eyng ber numeriffHefHmmten 3ntegrale. 
$.91. (Kn Jtotfyt'ftennaetyen ber Conbergeng ober Dibergeng ber bejKmm- 

ten 3*tegt alt. 

$. 92. / — - — «dx iß nur bann er(l unterbrochen, toenn (bx>a 

nnb) p>l. 

$. 93. ungemeinere* 5tenn)ei$en be* ttnunterbro$en'@r9n0. 

§. 94. ©eitere Äemtjetdfren ber donbergeni nnb Di»ergen§ ber beßimmten 

Sniegrale. 
S. 95. ffiie beftimmte Sntegraie btjferenjifrt nnb integrirt »erben. 

$.96. SM /f.dx = y x +/F.dx folgt / b f-dx = ?b-?i+/ b F*dx. 
f. 97. f f«dx = f (f.öxj.dz gilt nur bann, »etm z fttoiftyen 

a a 

ben ©renjen a nnb b »on x, reel bleibt nnb in btefem Staunte fein 
Vtarfmum ober Wntmum bot. 
§. 96. ftoc} einige ftecieDe <5S|e. 

Sterte ttftljattblitttg. 

Jbeorie ber reellen galtoriellen nnb gafultÄten, nnb fotnit 
an<t ber ®amma-5unltionen, b. b- ber ßuler'fcfceu 3ute* 
grate |»eiter klaffe. 
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XIX 



%$te» Stalltet 

Zfytexit ber reellen gafnltäten nnb 3aftdf feilen. 

§. 99. Begriffe nnb £e^rfS#e bon tat ga»|c» mtb Dffferenj*8afto- 

riefle*. *m. 1- — 16. 
§.100. Sortfefcnng S?5R. 17. — 20. 

§. 101. - *" Ä 



»«|r _ 



^(rr) c (aW ^Definition)*) 



(Her)"" 
P» > = *« «ob ga»|, je naefrbem *{„e flftH J# 

nnb ttnut, tote $ier immer »orantgefeftt iß, bte 5>oten§ (rr) c tyten pofk 
ttoett SBertfr »orfteflt, nnb a, c nnb r beliebig reell ffttb (ga»s «bei 
gebrochen). Statin jlecfen 



IL 



,e|-r = 



fc -,|-p 



a" 1 * = 



(a-cr)-M >(yr)C 

= (a+r-cr )* 

(a+r)'" W 



II. 1. 



111. 



a c,r = 



a 



r\r 



(a+cr) 



Fl* 



(VT)< 



wenn r beliebig pofiti» trab 
v s + cx> unb gott); 



>! = t* 1 = 



*! 



.*' 



^ r \ nnb ßanir 



(l+c)" 11 

ULI. c^- 1 = l ' 1 = c! 

§. 102. SBenn a, c, m, n nnb r beliebig reell finb (gan* ober ge* 
broejen), fo tyat man: 

IV. a c « r = [a+(c-l)r] c i- r ; 

V. a m+n l r = a m > r • (a+mr) n » r = a 11 «' . (a+nr) m « r 5 
nnb in V. Jeden 



V.l. 



k m— n r _ 



a 



m|r 



[a+(m-n)r] n,r ' 



*) 3(1 n pofittö ganj, fo bebentet a n|r ba* Jhrobuft 
a(a+r)(a+2r) ••• (a+nr-r). — 3fr aber n negatib ganj, fo bebeutet a n|r 

*»&«"«"» ^^^-3,) ... (a^) <»«**.99.*».1..«.2.). 



I 
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V.2. a 1 ^ = a; alfö mu$ 1! = 1; 

V.3. a 0|r = l$ olfo ött* 01 = 1; 



V. 4. a~ n,r 



V.5. 



V.7. 



1 



(a-nr) n l r 
1 



(a-r) n '- r ' 
V. 6. a c i r = a . (a+r) -^ = a - 1 »' • [a+(c-l)r ] ; 

a c|r ^ a (b-a)-jr|r ^ (b+cr) (a - b>:r,r 

b^ 7 ~ (a+cr) (b ~ a):rlr ~~ b (a - b):r|r * 



a b|r 



V.8. ^ = (a+ cr) b -^ 

V.10. b! = b.(b-l)l 

V. 1 i. (b-1) ! = (b-1) ^ 1 . (b-c-1) ! 

= (b-c-1) I (b-c) 6 « 1 ; 

• /a\ er:h 

vi. * c,r = (Tr) xb °' * 

ftcmt h $ofiH» (g<mj ober gebrochen) tp: nnb bte SJötettj h c tyrett 
VofttiDeit SBerty »orlWfft, »Ä&renb a, c unb r beliebig reell (gatt* 
ober gebrochen) gebaut ftttb. 



VI. 2. a e ' +r = r c . 



VI. 3. a c '- r = r c . 






(I-)' ' 



»enn (in VI. 2. «üb VI. 3.) r p of Üi», bagegen a imb c beliebig 
reell gebaut finb. 



§. 103. 
VII. 



§. 104. 
VIII. 
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a°l* _ (b-r)- e '- r _ (b+cr)^ c ' r = (a-r+cr) c '- r 
\fr " (a-r)- c '~ r " (a+or)- c,r *" (b-r+cr) c, ~ r 
a (b-a):r|r ^ (a-r+cr) (a - b > :r l- r 
~ (a+cr) (b - a):r,r " (a-r) (a - b):r »- r 

_ (b-fcr) (ft - b):r|r (b-r)^- a ^ :r »- r 

b (a-b):r|r ~ (b-r+cr) (b - a):r l- r ' 

(b-1)! - b a v,x .„ 

(5=1) !** V»" 1 * = + QD »« b Ö««j; 



IX. a v|1 = Tjzjn •** * f ür v = 4-od ttnb gang. 

§. 105. 

5t» aar _ (b-1)! (-b)l _ J>-a|l /«-va-bli 

* SäTte " (a-l)i (-a) I ~ * Kl ' 

_ ( +a) b - a * +1 = a 1 »"*' 1 _ (l^a) a - b ' 1 

~ ^_ a) b-a|-l - (l-b^i 1 " b a - b l 1 

a l-a-b|l (l-a)^- 1 » 1 

= b l-a~b|l ^_ b yn-b_l|l > 

XI. (a-D! <-.)! = s £^ i 

xn. (-4)! t>. $. i _t|1 = v»j 

Xffl. (n-4)! = ^r-^ 

toeitn n beliebig reell tfr, ganj otet getrogen; 
XHI.a. (+^)! t. $. i +411 = h-Vn; 

XIV. 3fr a* _ (a)1M - ( _ 1+a)! ( _ a)! f 

xv. .!(-.)! M- fM-' 1 -^; 

XVI. (_ H a)!C-4-a)! M- 1-1+*H . 1-i-H = ^_; 

™ £-*)• (4-')'- (4-*)' - fcM' - *£=?• 
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§. 106. 

XVIII. (a-1)! (a-£)l = (2a-l)! ZT^-Vn. 

§. 107. 

XIX. (a-l)! (a+l-l). (.4-1). ... (a+^-l)! 

= (na-1)! <2ji)*< b - 1 > .ir"***, 

ttctm nnr n poftttü ganj wauSgefefct toirb, »abrenb a beliebig 
reell ifh 

§. 108. 

xx. b 2c i* = b c i 3 .(b+i) c|2 = 2 2c . (|) 0,1 .(5|L) C,1 ; 

XXI. b 00 ! 1 = b c > n . (b+l) c|n • (b+2) c l' n ... (b+n-l) c l n 

- »-• (4)"' -fiT -C4T - (^'f . 

»enn mir n poftttö ganj ift, aäbrenb bie fibrigen $Btt<$|toben, »ie 
l^ier immer, beliebige reelle 3a|Ien tootfleHett. 
§. 109. Der binomiföe Sejrfaft für g an je gaftorieflen. 

§. 110. (i_Ar n,x 

XXII. S [n 6 . a n -*' r b*' r ] = a n,r . — r „ 

(i-^^r 

- ."I', v r ; 

. ... (-H' (-»£)' 

§. 113. 

XXIII. S[n^a u -^ r .b*» r ] = (a+b) n » r , 

»etttt r nnb r-a-b guglcic^ negatiö ftnb; bagegen 

XXIV. S[ V a"-'".b*l<] = (a+b)*«' r V * ' 

ttenn r unb r-a-b gwglei* )>pf it tu ftnb 5 — in jebem anbem gaUe 
$at bie Binomialretye jur Sfnfen, »enn fie eine unenblicje SRetye ifr 
(b. b- tu** abbrity), gar feinen SBertb, »*il P* bfoergent ift; 



toenn b ÜRufc «nb alle 
pojtifoen gangen 2>cfy\tn, 
unb n 6 bie SBinomial- 

Äoefßaienten öorßellt 



= a 1 



= a 1 
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XXV. sCnja»-*'- 1 ^'- 1 ] = (a+b) n l- 1 , 
fo oft a+b+i pofiH» (fh 

fo oft a+b-1 negativ b. $. l>a+b fj|$ 

XXVB - 1 6! y" 1 J ~ (y-«-/»)" 11 " <y-«-/») 011 

(y-1)! (y-1-«-^) t 
- (y-1-«)! (y-1-/»)!' 
f« lange y-«*-/J t>oft«» f(l; 

xxvm. ^z 1 = sr^'w;;!, 

a 11 '- 1 L b! (a-n+1)*» 1 J 

fo lange a+b+1 «pofiti» ift; 

YYiv (a+b) n|1 , s r ( p )^ llbb|1 1 &Ma+n)tt»Sin(a+b)* 
^^* a 11 ' 1 Lb! (1-a-n)*' 1 J Sin an . Sin (a+b+n)* ' 

fo lange a+b-1 ttegatt» tfo 

XXX s [ tt* 11 -/?» 11 1 = Cuüo-ß)^ 

Cos%(a+ß)7t ' 



1 « (tl^bö)' 11 J 



»eil» nur 1—a-ß beliebig f>of itiö tjl; 

XXXL s[l^. ^""^JH = T#«* 
L2*' 2 (2«+l) b,2 J 

fo lange £-« beliebig pofüi» tf*; 

toemt ß beliebig ^ofiii» ijh 
§. 114. 

xxxhl -i5z!2 = i ffa „ = +0D; 

XXXIV. <Hc+v-l)l = 1 ffir ^ _ + 

v c .(b+»-i)! 

XXXJV bte . < c + y -l)I , = j ^ fir „ = +aD , 



, 1 
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§. 115. 

XXXV. a '* = a c , toenn a, jjofttio; 

XXXV biB . a c » r = a c , für" a = +qd. 

§. 116. SBetm /V-^l-xf-^dx bnr<| «#> ab be$eic$ttet tofrb, 
fo flnbet fu$j 

XXXVI. <P ah = ^l^r^ 1 , toemt a unb b beliebig pojirio. 

§. 117. 2Birb aber /"V^.x^.dx ober C (ri-Y^.dx 
bnr# r c bejeid&net, fo i(i 

XXXVII. r c = (c-l)!, t toenn c beliebig pofttfo, 

XXXVDI. <*> ab = -^A »entt a unb b beliebig pofiH». 

' i a+b 

SReunteS Äapttel. 

$om 3ntegral-2ogaritI)men. 

/»3 1 

§. 118. Uß bejeic$ttet bae 3ntegral / y— -dz (ben Sntegrat- 

— .dx. 

-OD X 

§. 119. Uß = K+L(-LßYrLß+\y^+k£^+ in inf., 

»o We ßonjrante be$ 3ntegral*£ogar{t$nten (A) gefunben toirb aus 

alfo • A = 0, 577215 664901 532860 6 ... 
§. 120. Die äonjiante be$ 3nregraM!ogarÜ&men in ein bejHnmtte* Sntegral 
<ro$gebrit<ft. 

§. 121. ö(I^r x ) = -A + y o — j^ dv, 

fco A biefelbe Äonftonte. 
§. 122. Einige golgerungen. 

3etynte$ Äapitel. 

ftumerifd&e 2ln$re<$ttttng ber reellen gaHoriellen, nnb fomij 
au$ ber ßnler'fcjen Sntegrale afoeUer unb erjrer Älaffe. 
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§. 123. £>b ftc$ a m|r na$ gangen ^ototjen öon m entttftftln lagt? — 

§. 124. 9u*fü$nmg btcfer (Enttofcfelnng unb ©eioete, ba§ jtc$ a m > r a«$ 
na$ ganjen Votengen *on r entiotcfeln laft, fo lange a nnb r j>o- 
fitt* ftnb. 

§. 125. SBenn 33„ S3 8 , 33 5 , *. ic. bfe (»offtfo gebauten) SBernonl- 
H'fc$en 3a^len »orpeflen, unb toemt bte SBejeid&ttnng angenommen toirb: 

1. ZQ+&fQ*-k®3'Q'+i®fQ*-i%7'Q*+ in inf. = fy, 

fo ü* 
ii »mir ^./r« «M m ±P if ©lieber mü ben 1 

fo lange nur a unb r poßti» finb; ferner 

ni. 81 (r 1+z ) 

»enn z poßtfo t|t. 
Unb toenn bte SBeaeuJmtttg angenommen toirb : 

V. j^SJ, •?-3^»>-? , +5?6».-e , -778*''e , + ™ *»'• = ©<», 
fotft 

VI. I r. = L (j/fci)+(z-$) • I z-z+® -=- 

z 

unb 
V1L L (z!) = -z+(z+£) . I z+4 X (2tt)H-@ — . 

§. 126. Unb toenn 110$ 

VIII. 1+— + — +— + -1+ in inf. bur* S M 

2* 3* 4* 5 M M 

begei$net toirb nnb (na$ §. 119) 

IX. A = (l-f-l+K ••• + — )-Ln fwr n = oo 

bie äonjhrote be* 3ntegraM*ogaritbmen »orjtellt, fo ijt no<$ 

X. L(x\) = -Ax+£S 9 .x>-*S 3 .x 3 +iS 4 .x*- in inf. 

§.127. Gnler'S Serfa&ren um burc$ Snterpolation ju bem Begriff ber 

gebrochenen gafultat (x!) ju gelangen. 
§. 128. SBte <£uler bei Gelegenheit be* SDifferenjüren* ber »on tym foge- 

nannten inerpltcablen gunf Honen 311 ber gunftion &(Logx\) nnb au 

beren Gnttoidelung gelangt. 
§. 129. äramj)'* S3erfa$ren Ui ber (Snttotäeinttg »on l m,r . 
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$.130. ©fffri&tn «HttoWrfaBg MB I«y(a xlr ), «ämlt<$ 

I. W) x = *»' • [i^+rx)-«^]; 

II. S(la x ") x = I(a+«)-« i ^ r ; 

VI. L(a*l9 = -x+x.Jr + (±+x-*\.i(± +x ) 

\ t V r T a+rx a ' 

VII. i(a x > r ) = l(a'l r )-i[(a+rxy |r ]+(»'- j u-x)(l-Lr) 

-(t+^)-*(t^) + (tW-*)-*(t+»^) 



a-f n> a+rx-hr^ ' 

loo © bte obige Scbeuhmg bc$ §. 125. V. ^at, toctyrcnb p unb v 
gattj ttitb beliebig groß gtt»ä$lt »erben !omten, unb fco ettblidfr 23,, 
$,, 9 § , u. sc. bte Sentottlli'fcjctt 3a$Ic*t *or|hflen, uttb toenn 
2 bie Sebetthtttg be* §. 125. 1. Dat. 



Einleitung, 



2)amit ber 3nl>alt toiefeö Sanbe* au# al* ein felbjiänbige* 
SBerf gelefen »erben fönne, oljne baß ber 8efer bie SSorfenntniffe 
gerabe au$ ben fieben BorauSgegangenen feilen be* „6i#emö 
. ber ÜÄatljematff" geföityft *u Ijaben brauet, fletten wir in biefer 
Sinleitung aUed jufammen, wa$ ^inftd^tlid^ ber Segriffe, ber 
39ejei#nung unb ber JRefultate und afö wifien$würbig erfd^eint. 



(grjie äbi&eiluttg. 

Begriffe. 33ejci(^nuit0Ctt. Ausrechnungen, allgemeine 

Hnft^ien. 

§. 1. 

2Btr bejeicfyten allemal: 

1) bur# a°i r ba« *Probuft a(a4*)(a+2r>..[a-f (n-i)r], 
werat n pofitto ganj ijl, 

a m ' r 

2) bur# •— *i' ben Quotienten [a+(m _ n)r]n(r , 

~bai)erburc$ a 1 " bie SafiS a felbji, 

bur$ a°" bie 1 (Streit), 

1 

burdb a-»»' ben Ctuotienten ; rrr r ; 

^ (a— nr) n l r7 

unb wir nennen foldje Sfaabrücfe gaftotieüen, wobei wir Je* 
bocfc m unb n pojttto ganj fcorauSfefcen. 
ferner bejei^nen wir 

3) bu?# n! bie ftaftorieHe l»i l ober n"*- 1 , alfobaftSßro* 
VIII. 1 



■ i 

2 ©ttleihmg. §. 2. 

buft 1-2*3 •••n, wenn n pojttte ganj ijl, wdfyrenb 1! = 1 
unb audj 0! = 1 ift; unb wir nennen biefe* %t\ä)tn (n!) bie 
gafultat *on n. 

(@. ba* ©tyjt. b. 3Hatl). ST^cil II. 2te Auflage). 

8. 2. 

Unter Sin x unb Ow x »erflehen wir allemal bejüglid) 
bie unenblic^en Meißen 

t>. l>. bie Steigen 



X 8 . X* v , X* . X* 



• •• 



3! ^5! — 2! ' 4! 

für jeben teeüen ober imaginären SBerty fcon x genommen. — 
(Sie jinb immer nur einbeutig. 

Unter ben %tUf)tn Tg x unb Cotg x fcerflefyen wir ba* 

gegen bejüglicty bie Quotienten ^ — unb -^ — , wafyrenb 

x eben fo gut reell al$ au# imaginär fe^n fann. 3lu# tiefe 
gunftionen finb nur einbeutig. 

2)urd) n fyaben wir ein für allemal unter ben pofttitten 
SBertljen »on x, für welken bie unter Sin x serfianbene un* 
enbltd&e Steige ben SQBertl) annimmt, ben fleinjien berfetben 
bejei^net; unb e$ wirb gefunben 

n = 3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 

50288 41971 69399 37510 58209 74944 

59230 78164 06286 20899 86280 34825 

34211 70679 82148 08651 32723 06647 

09384 46 in inf. *•) 



*) Unter folgen unb a(mlt$«t 3el4>tn »erße$en tott allemal bie anmute 
attrr be? Wftbtr, »rtye and brm, hinter bem &tunmeit}ei$at S ftyenben 
allgemeinen ©liebe }er*orge$en, »mn man (tott bet f leinen beutföen 
»m^toben na$ unb na$ 04,2,3 nnb alle (pofittaen) ganzen 3a^len fefct. 
(€>. btc Sorrebe). 

**) 3n ben 9n*rnbnngen ber flnalyfi* auf Geometrie }etgt 



k 



§> a Segriffe. Sejet^m 2haxt$n. »% Sfof. 3 

unb man Ijat tiefe 3atyl rc bereit* auf nod? metyr atö tiefe *or* 
Petenten 127 2>ecimalftetten beregnet. 

8. 3. 

1) Unter bet natürlichen Sßotenj e x »erflehen wir alle* 
mal bie (einbeutige) unenblictye JReifye 

S EJ »•*• 1 +T+fl + S+*+ ininf - 

Unter e felbfi (welche 3^1 «uc^ bie 93afi$ ber natura 
litten Sogaritljmen genannt wirb) fcerfiefyen wir alfo biefelbe 
SReilie, aber für x = 1 genommen, fo bajj man Ijat 

-S[fj M . = ?+ | + ^ + ^ + i+ in -f. 

b. f). näljerungäweife * 

e = 2, 718281 828459 045235 36028 in inf. 

2) Unter i fcerjietyen wir immer bte $orm V^Ä, unb wir 

brüden bie beiben $ormen biefer Ctuabratwurjel (V^i) burdj 
+i nnb — i au6, inbem wir i felbfi atö einförmig (einbeutig) 
anfeljen. — (£3 ifl babei allemal, fo lange nur n eine ganje 
3a^t ttorjieHt, 

i fc *= +1$ i 4 ^ 1 = +i; i 4n +* = -1 unb i 4 ** 3 = -i. 



e 



ft$ biefelbe 3afcl *U bte Sänge be* $albfreife* , beffen SRabiu* = 1 1fr. — 
3n benfelben 3lntoenbtttt&en feigen ft$ <m$ bie Söert&e ber unenbltc$en 
3fcei$en Sinx, Cosx unb ber Duotienten Tgx, Cofgx, fo oft 
flau x bie £Snge eine* Äret$bogena gefegt toirb, beffen &a- 
btu* = 1 ifr, als bte 9to*brü<fe ber Sangen gefciffer <$eraben in bemfelbm 
Ärcife, »eld&e in ber (Elementar -Srigonemetrie beiügli<$ bte Wamttt ber ©t* 
nn$, (Sofinu£, Sangenten nnb (Eotangenten fuhren. 
Uebrigeng ifr no<$ 

% *rfOT"- TT = 0, 49714 98726 94133 85435 126 in inf. 
unb # 

L n = 1, 14472 98858 49400 17414 342 in inf., 

toenn unter L ber $9perbolif$e ober SReper'föe Sogarttyme »erßanben 
fttrb, b. &. ber einige reelle Sßertty be* natfirltd&en Sogaritbmen. 

1* 



4 ©nleitang. §. 4. 

3) SSevgleic^t man bie* mit §. 2. fo fyat man 

I. e^* 1 7= Cosx±i*Sinx 

= Cos(2v7t+x)±i'Sm(2vn+x) = e^*"-»-*)- 1 

unb batyer aucty 

II. e Wi = Coj2w+i«iSm2m = 1, 

»erat nur unter v enttoeber 9htH ober jebe poftttoe ober negattoc 
8 an je Qaffl serjlanben wirb. 

§. 4. 

1) 2Den imaginären 9lu6bru<I p+q-i tonn man allemal auf 
bie gorm r*{Cos \p-\-\»Sin\p) ober r«e* #l eine* $ßrobuftea brin* 

gen, wenn man r = +Vp' 2 +q* alfo immer pofttto nimmt, 
bagegen ^ befiimmt aus ben beiben ®letd)ungen 

Cos tp = 2- unb Stmp =* -3_, ' 
x r x r ' 

fo baf Gm ^ mit p, unb &'» V mit q einerlei SSorjeid&en 
i)di. — 3ji bann g> berjienige (einjige) ber SBertlje *>on xp, mU 
<$er >— TT aber enttoeber = +rc ijl ober jtt>if<$en — n unb 
+7T liegt, fo l)at man noc$ überbiejü allemal 

\p = 2m-|-g>, 

n>o v foroofyl SRuIl al6 au<$ jebe poftttoe unb jebc negattoe ganje 
3atyl fcorjiellt. — @* ifl alfo bann 

I. p+q.i = vlCos (2m+5p)+i . Sin (2m+y)] = r-e^-M* 1 . 

2)abei wirb bie poftttoe 3aty r ber 9Robul, bagegen tf> 
ober 2vn-{-g> ba$ Slrgument ober ber Sogen be6 imaginären 
9tu«bru(f6 p+q»i genannt; biefer Sogen fyat alfo immer unenb* 
ti$ t^irfe SBertye. 



*) 8ut tiefen betten ©letyungen folgt au$ noa) Tg- ^ = -i. Der 

Serty *on yp i(l aber bunfc eine einige biefer 3 ©Iet($ungen, alfo au$ bnrcfc 
biefe brüte allein m'$t öoüfommen gegeben, fonbero V w«6 iebeäma! jtoeterj 
berfelben genügen. 



§. 5. Begriffe. S3ejet^n. Wuttttytt. 21% Sfof. 
2) 5)a$«t wirb mäf foglei^ gefunden (ou« I.) 



m 



wo ber erjiere gaftor Vr als einbeutig unb pofttto angefetyen 
wirb, wätyrenb ber jweiie gaftor m fcerfdjiebene SBertlje liefert 
(ni<$t metyr unb nic^t weniger), bie alle fye«>orgel>en, wenn man 
fiatt v naä) unb na<$ 0,1,2,3,— unb julefct m— 1, ober au<£ 
0,±1,±2,±3, u. f. f. fefrt, m man m SBertye tyat. — 5>ie* gilt 
au<$, wenn q = 0, ber 9lu$brudf p+q-i alfo reell Ijl. 



m 



3) 2)ie gebrochene Sßotenj (p+q»i) n , mag q » o ober 
ni<$t Shttt, mag alfo ber Sluäbrucf p+q-i reell ober imagindr 
fetyn, — \)at ebenfalls n toerfdj)iebene SSertye (nidL)t mefyt unb 

nid&t weniger), fo lange — in feinen flefnflen äatytn audge* 

T>rudft tfi, — unb biefe jtnb ausgebrochen in ber ©leid&ung 

III. (p+q-i)^ = V(r m )X \ Cot^(2v7t-\-g>)+uSm^(2vn+g>)] , 

l. n n jl 

n 

watyrenb i/(r m ) einbeutig unb pojttto gebaut wirb (wie un* 
mittelbar aufc 9ir. 2. fyerttorgefyt) *). 

8. 5. 

Unter bem 3tiä)txi log* serjiefyen wir immer ben un* 
enbli($*toielbeutigen natürlichen Logarithmen uon a b. t). 
alle bie unenbltcty fielen SQSert^c »on x, weld&e e x = a mad&en. 

@$ ijl allemal (au* 8. 4. 1.) 



*) 3J?an bemerfe, ba$ bie in 9tr. 1. ertoafcnte Umformung bet Summe 
p+q.i in ba* 3>robuft r.e*" 1 eben ben Stortyeil $at, baff man bie $o- 
tengirung, bie 2Burjel*3ltt$jie$un[j unb au$ bie Sogaritymirung ber Summe 

p+q.i, auf ba* $robuft r-e*'* übertragen, bann aber o(ne SBetterc^ 
nnb mit ber grogien SBequemlic$feii ausführen fann. 

**). Stoßest man unter L* z allemal ben tfmftti^m fiogaritymen »on 



6 Einleitung. §. 5. 

wenn r = +Kp*-f q a tfi, wenn Lx bm elnjfgen reellen 
2Bertl> be« notürlid&en gogarttymen ber pojtttoen 3^)1 r (ben 
fogenannten ^^erboltf^en ober Steper'fdjen Sogarttl)men) 
unb y ben f jwtfctyen — n unb +rc liegenben Sogen fcebeutet, 

beffen Äojhtu* unb ©inu* bejüglid) — unb -2- flnb, unb 

ber audj = +rc felbft fetyn fann, wätyrenb v fowofyl al6 
aud) iebe pojttfoe unb jebe negattoe ganje Safy fcorjleHt. 
3jl bat)er a pofltfo, fo flnbet fi# (au$ <*.) 

/?) %(+a) = La+2m.i; 

y) %(— a) = La+(2v+l)re.i. 

2)urc$ Z/(p+q-i) bejeidjnen wir bagegen fcon allen biefen 
SBerfljen ben etnfadjfien, b. ty. ben, in welkem v = ge< 
badpt iji, fo bajj man fyat 

(J) L(p+q.i) = Lr+y-i, 

wäfyrenb 9 jwifc^en — n unb +^r liegt ober = +n iji; — 
beStyalb tji auü), wenn — a negatit) iji, 

e) L(—a) = La-f-^i. 

3ß q « unb p pojitto, fo wirb r = p unb Cosq> = 1, 
Sinq> = 0, alfo 9 = 0, unb man Ijat Lp = Lt, b. f). ber 
burcty Lp bejeid&nete einfache 2Bertfy be$ natürlichen Soga* 
rühmen ber pofiti&en 3^1 P/ iji allemal jugleid^ ber einjige 
reelle 2Bertl) beffelben Logarithmen (alfo ber tabelfarif^e natura 
ttöje Jogarttfyme, b. fy. ber SReper'fd&e). 



z für bfe jpoptiö gebaute 33aß* a, b. }. {eben $lu$bru(f x, ber a x = z 

b. &. e x, ^ a = z mafy, fo $at man allemal L ft z = -=— = -j— *Lz.— 

1 -La .La 



Unb ijt a = 10, fo bajj L a z ber Srißö'föe Soßarit&me »on z ifj, 
fo tyat man 

L a = L 10 = 2, 30258 50929 94045 68401 79914 in inf. unb 

~ = jK* = 0, 43429 44819 03251 82765 11289 in inf. 
L a L 1U 



§§. 6. 7. aSegrtjfe. Segeln. StoaredSw. 81% Sfof. # 7 

, ». 6. 

Unter ber allgemeinen ^ßotenj a r verfielen wir allemal 
alle unenblic$ fielen 2Bertl)e ber natürlichen *ßotenj e x,/o «' a ; in* 
bem ftatt %a nad) unb nad) jeber ber unenbli<$ fielen SBertfye 
be* Jogaritfymen tton a gefegt wirb *). 

Der burc^ ö* Lb auSgebrütfte einjige SßertI) biefer Sßotenj 
a x wirb ber einfadjfie Sßertf) biefer *ßotenj genannt, mag a 
reeB ober imaginär fei;n. 

3ji a pofttto, fo wirb ber etnfac^fie SBertfy ber aflge* 
meinen *ßotenj ju gleicher 3^t biejenige $otenj , welker bet 
funjilictye 8ogaritl)me gegenüber ftefyt , unb welche batyer am füg* 
lidjßen bie fünjilic^e *ßotenj genannt wirb. 

gür ben einfachen SBertf) ber allgemeinen ^ßotenj, alfo na* 
mentlidj aud) für bie !ünftlid?e *ßotenj tyat man 

unb biefe *ßotenj ift immer nur eindeutig, mag a reell ober 
imaginär gebaut werben. 

§. 7. 

SlUc SBert^e ber allgemeinen $otenj (p+q-i)" 1 ^ 1 ffob 
auSgebrüdt in ber gormel 

(©)••• (p-j-q-i)"" 4 "^ 1 = e» t L*—&'C*™-w>) 

X (Cos [/?.£, r+«<2 w4^)]+inSto [/?•£, r+a.(2vnr+9))]) / 

wenn r, <p bie JBebeuiung ber Sir. 1. be* $> 4. tyaben unb aud) 
v wieberum Siull uub jlebe pojitfoe, aufy jiebe negatbe ganje 
3a^l ttorjlellt. 

3n biefer allgemeinen gormel (0) jieden fogjeidj wieber 
al* befonbere gotmeln bie II. u. III. bee J. 4, fo wie au$ bie 
gormel 



*) Die natürlige 5Potert| e z toitb immer nur ein beut ig getagt 
(nag §. 3.); bie unenblig Dielen 2Bert$e entfielen alfo $ier nur baburg, baf 
bet (Exponent z b. ty. x./og-a mit bem Zog" a , jugUig unenblig »icle 
ffiettye fyat. 



8 . ' ©nkttttitg. §. 8. 

(p+Q'Ö* = T m *[Cosmq>-\-i*Stnmq)] l 
wenn m pofftfo ober negativ ganj ober iß. 

8. 8. 
gut Wefe allgemeinen jßotenjen gelten bie beiben gormein 

1) a«fc« = (ab)-; 2) £ = (±)" 

unbedingt, bergejlalt, baf in jeber biefer @let<$ungen ber 8lu$* 
brucf itnte genau fo t>icle SSertye Ijat, al* ber Sfaäbrudf re$tö, 
fo baf jeber - ber gebauten betben 2lu$brä<fe ben anbern ganj 
unb »oflfommen erfefct; bagegen bebürfen bie ®lei<§ungen 

a x -a* = a x+ « -- = a x -* unb (a x )* = a M 

' a* x ' 

no<$ einer Äorreftion, wenn fte eben fo ttbflfommene ©lei<$un* 
gen fetyn f ollen als bie obigen, unb jwar fyaben in biefen lefc* 
tern, bie SluSbrücfe jur 8infen ber ©letd&fyeitSjeidjen im STOge* 
meinen &iel mefyr SBertye atö bcjfigli$ bie jur 9tec$ten. 3)iefe 
@leic$ungen muffen bafym serbeffert werben, baf man fctyreibt: 

3) a x «a* = ax-h^e 2 ^*-*- 1 *)** 1 

aX 

/ a s 

5) (a x ) a = a™**** 1 •) , 

wo iu unb v unabhängig »on einanber -Rutt unb jebe pofttit>e 
au<§ jebe negatfoe ganje 3<tf)l »orjieBen. 3n biefen lefctern brei 
©le^ungen fyaben nun bie SluSbrucfe linfö unb redete wieberum 
genau glet<# \>ietc unb genau biefetben SBertfye **). 



*) ©. ben „®eij* ber magern, $taaty(fe. ©erlfa 1842/' pag. 129 seqq. 
**) Die €Hcf$ttngen jtotföen.ben natürlichen Sogaritymen 

1) Zog- (ab) = ioga + /o#b 

2) /<# ^j = % a - % b 

tyafcrn linfe unb recfct* gleicfr «tele unb genau biefelben SBertyej fte ftnb atfo 
|k . ' - »oulommene ©Übungen. 



§. 9. Segriffe, Sqticfttt. »u*ro$tt. 2Wg. 2tof. 9 

9hir biefe leiteten Oleidjungen formen in allgemeinen 
{Rechnungen fiatt bet gewöhnlichen, aber wxooUt ommenen ®UU 
jungen in Slnwenbung fommen. 

§. 9. 

(5in SfaSbrucf fyetft aufgerechnet, weint et auf biegotm 
P+q»i gebraut ifi, wäfyrenb p unb q beliebig reell ftnb, fo 
bafi auä) q = fetyn fatm, eben fo wie p. 

3n bem SBorfyergefyenben finben wir bereit* aufgerechnet 

a) bie Sßotenj (p+q-i) m , wenn m eine ganje 3^1 (8. 7.); 

b) bie *Potenj (p+q*i) n , wenn — po{üh> ober negatto ge* 



m 



brocken ifi (8. 4. II!.); c) bie SBurjel Vffq^i (%. 4. IL); 
d) bie allgemeine *ßotena, fo wie beren einfachen 3Bertl> 
(8. 7. O), lefcteren für v = 0; e) ben natürlichen Sogaritymen 
%(p+q-i) (8- 5. a.) f fo wie bejfen einfachen SBertl) 
(8. 5. <J.). 

Semerfen wir batyer fyier no<$ bie „ausgerechneten" SBertye 

»on S&*(p+q.i), Cos (p+q-i), ZJjr(p+q*Ö W* Cb#(P+q*i), 
ndmlic^ nadjjieljenbe gor mein: 

1) £w(p+q.i) = i(eH^^>fi&ip-K(« q --«^>0»pXi} 

2) Chr(P+q-0 = ^(e^+e-^).Coip-4(e«-e-«).Äi»pXi; 

qx rr e i -x ' 2-e*g.£m2p 

3) TKp+q-i) - 1 ^ 8fl ^ ftff 2 p+e H - 

, e 4 *-l 

"*" l+2e*.Ciw2p+e<* X1J 

Daffclbe iß aber nufy mit ber ©leicjnna, 

log(h h ) = b*/o^a 

btr Saß, toek&e, au$ toenn a b nur einbewtta, iß, recftt* bo$ immer (im 
Ungemeinen) weniger 2Berflj>e ^at al« UnH. 

2to$ tog(&) = 2 »log* unb foffO-a)* = 2«/o#(-aX fann man 
bajer nidfft folgern, ba§ fo^a = /off(-a) {fr, obgleich (~a)* = a* 
gefunben totrb; benn 2 •log* unb 2Wo#(-a) brütfett nnr SBertye bon 
hgi*?) <w$, unb {ebe* biefer beiben 9robuftt au# {ebe&nal anbete 
©ertye. 



10 eudetting. §. 10. 

e 4 *— 1 

Xi*). 



1— 2.e*uftw2p+e*i 
S. 10. 



Unter 



. / / 1 1 

Shi'*' Cn mX ' l& mX ' C^T* 

- wfteljen tott allemal bie unenbli$ fielen, reellen ober ima# 
ginären SBertfye (Sogen ober Argumente genannt), beten 

Sinn«, (Softnuä, Sangente, (Sotangente 

bqäglidjt bem (reellen ober imaginären) 2hi3bru<fe x glei<$ tfL 
{Dagegen »erflehen wir, wenn x reell, üftb — fo oft x 
ben SBertl) etnee <2finu$ ober SofinitG au$bräcfen 
fotl, and) noc$ an fi<$ (b. f). abgefe^en \>om 5Borjei($en) nid&t 
grofler al* / ijl, — unter 

Are sin. x, Jrctg.x, Ärccotg.x 

ben {jJJ^l,} «* « W «einflen SBerty (Sogen), beffen 
©inu«, Sangente, (Sotangente 

ben fc^j gegebenen Sßerty x $at; — unter 

-^/r cos. x 



*) Die gormel 3. fcört auf brau<$bar gu fe$n, fo oft ber Kenner ber 
flufl ßlei* »irb; bie* tjt aber für reelle SBertye *>on p irnb q nur bann ber 
gaß, wenn Gm 2p = -1, alfo p = (v+Q* unb q = tfl. 3n 
biefem galle erijKrt bie Sangente gar ni<$t, ba ber 8u*bruif für fie bie gorm 

-i- annimmt, alfo fm äalful ni$t me^r jutafftfl tft 

(Jbcn fo bfcri bie gonnel 4. auf brauchbar §u fe$n, »emt ber in t§r 

»orfommenbe Kenner ber 9M glet$ »irb, b. b. toenn p = vn unb q = o 

1 
ifl, »eil bann ber «uSbruc! bie gorm -g- annimmt. Da* *u«iutoftdrtibe 

erijtirt aber nun an# ni$t metyr. 
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»erfietyen wir dagegen ben fleinften pofWt>en 8öertl> (Sogen), 
bejfen Sofinu* tiefen SBettl) x fyat, fo ba{5 Jrccos.x^n 

tß, je nac$bem bie 3atyl x jjjjjjj gegeben fty finbet. 

S. 11. 

i i / 

5)ie unenbli# sielen SBertfye &on ^t— x, — *x, -=-•* 

unb 7*7- *x, wenn x beliebig reell ober imaginär iß, werben 

nun „ ausgerechnet " (8.9), na<§ folgenben gormein, in benen 
unter v jiet* 9luH nnb iebe pojtttoe, fo Nie jebe negative ganje 
3afyl serjianben wirb. — GS ifi nämli#: 

wenn toeber p = nod) q = ifi unb wenn 

q> = ±^rc«».|/Kp 2 +q 2 +l)-^(p 2 +q'+l) 2 -4p l 

unb q> mit p jugletd) pofttit> ober jugtei$ negativ genonu 
mtn wirb. 

gut p = wirb Sing* = 0, unb für q *= wirb 
Cos<p = 0, alfo jebeSmal einer ber -Kenner fcon LI. ber -Rutt 
gleidfo bie$ füfyrt ju ben SluSnatymen 

L % i #(q#i) = w +(- 1 )^(9+Vq 2 +l)Xi / 

I. 3. -^r- • p = vn-\-(— 1)% ^rc ««. p , 

fo oft p (abgefe^en *om Sotjeic^en) nictyt >1 ifi; bagegen 

L 4 ir p = < 2y± ^+ ixL ( :t p+^ / p T:=:i )/ 

wenn p (abgefeljen fcom 93otjeid)en) >1 iß, wäljrenb alle obe* 
ren 93orjet<$en gelten, fo lange p pofttto, alle unteren bagegen, 
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fo wie p negatfo gebaut wirb *). 2)abel $at ^^1 noc$ 
tyre beiben SBerfye, fo ba£ au iebem SBertlje *>on v jtt>ei 

SBerfye »on -^-.p ft# ergeben. — 2>iefe lebeten 3Bertye t>on 

1 

ip— P ftnb alte imaginär. 

gut -^j fyat man folgenbe gormein: 

wenn Weber p = no<$ q = iji unb y gegeben ifl burdfr 
bie @(ei$ung 

in welker ba$ (+) Seiten gilt, wenn p pofttto, ba* (— ) 3et* 
<$en bagegen, wenn p negatip gegeben iß. 
gur p = wirb 

11 2 * ■^•(«• | ) = <H4)^K-i) p ^ (-q+Vq*+!) Xi , 

»o Vq 2 +1 nur tyren pofittoen SBerty »orpeMt. 

gür q = unb p, abgeben t>om Sorjeid&en, <1 wirb 

II. 3. -^—•P = 2v7i±Arccos. p, 
Cos r r 

welche SBertye alle reell jtnb. 

3ft bagegen q = unb ber abfolute SBertt) &on p, >l 
fo fyat man: 

*-. ^p^+iXZ/Cp+V^T) 1 

3w * P \(2i'+l)^+iX/,(-p+> / P l:= T)r 



1,4 ft, 



je natfbem p j> ofitfa ? 
r (negatte 

*) ffiSitenb Me lederen SBettye »Ott jjj*P alle fomgfoat finb, flnb 

i 

bte SBertye »ort ^-«P t» I* 3. (»» p an ft$ titelt >l »erau«gefc$t 

Korben) alle reell. 
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gegeben ff* # tt>o jebe*mal Vp f — 1 no# beibe 9Bertye bet 
£tuabtatn>utjel t>or(ieHt. 

3)ie 2lu*te#ramg für ^- ftnbet ji<$ wie folgt: 

»erat ni($t p = unb wenn 

» - Arctg. P I +q'-l+» / (P a +q--l)'+4pl 

ifi unb babei bie CiuabratttMtjel im 3äfyto tyten pojtttoen SBetty 
sotfkflt 

gür p = unb iq<l •) tt)itb ober 

III. 2. ^-(q-i) = w +t^(j^)xi. 

gut- p = unb =fcq>l l)at man bagegen: 

HI- 3. ^. (q.i) = CW4)iH4Zi (S±^) XL 

gut p = unb q = ±1 eyijlirt feine Sluetedjnung, 

fo bafl -^r-(±i) auf bie gotm a-|-/S.i nidjt gebraut »er* 

ben fanm 2)iefer leitete 2lu*bru<f ffl batyet eine in bei: Stedfc 
nung unjuläfftge govm. 

gut q = wirb enbli<$ (au* III. 1.) 

/ 
III. 4 «r-P = vn+Jrctg.y. 

3ulefct fommt no<$ bie 3tu6re$nung für ^— , nämiic$: 



*) 2Btr jfaben e* bequem §u (((reiben =tq<l, toenn nur fagen tooflen, 
bo§ q abgefefyen »om SBor&efoJen, <1 fejjn fofl, (fo ba( alfo ba* obere S5or- 
}ei$rn gilt, teenn q poptfo, ba* untere bargen, toenn q negarfo). 
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wenn nic^t p = unb warn 

tji, babei aber bie SBurjel im 3atyzt pofttto genommen toirb. 
gür p = unb ±q<l wirb 

IV - 2 - c^' = <»H)*H*i(£j*)xi 

gtft p = unb ±(p>\ fyat man bagegen 

gut p = unb q = ±1 giebt e$ leine fotöje gotm 
a-j-l-i, toeldje bem ^— (±i) gleich toäte. 

gut q «= enbltty ergtebt ftd& no<$ (au$ IV. 1„) 

IV. 4. ^: • p = vn+Arc cotg. p , 

wenn nut überall untet v fowofyl bie 3?uH al$ audj iebe ^ofttft>e 
unb iebe negatfoe ganje 3&¥ fcerftunben wirb *). 

Slnmerlung. 2)iefe Argumente ober Sogen 

/ / 11 

"ST X ' c^ ,x ' n' x > -c^T x 

jhtb nichts anbetS atö logartttymifdje gunftionen *>on x, 
nämlic^ 

_. x = y.%(Vl-x 2 +x.i); 



*) ^taige wenige btefer 16. gormeln pnbett ftcfc aut$ bei anbern ©cfcrift- 
fretfern, bann abtx ni<$t »oHfranbiß rtcfcHfl. (23fil. ©eijt ber Differential- unb 
3nte0ra!*!Re($mm0, erlangen 1846. ßinleitang pag. 30. seqq., too <mi$ bie 
gange Verleitung aßet biefer gormeln |u flnben i(r). 
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/ 1 , 1+x-i 

7£ 2i ° 1— x-i 7 

% / 1 7 x+i 

C<% 2i ° x— i 

unb bie unenblid) fielen aBettfye bet ?ogcmtfymen gut Stehen 
führen eben gu ben unenbli$ fielen Sßerttyen bet gunftionen gut 
?infen. 

§. 12. 

Um mit biefen gunftionen (Argumenten) im allgemeinen 
richtig gu rennen ,<bagu tyat man bic nad^etyenbett gormein: 

IV - ä '* ~ Ä* z " ^•(«+ni-x«xi-^)); 



*) ©o Tiijtia, fcitfe ®lri<$tma V. i(l, ba fle, Wie alle biefc ©Iff^ungett 
1.— IX. Itaf« genau fe »feie ©erfye unb genau bttfclbcn (at at* re#t«, fo 
»mit kötfte man tiefe anbete (Biegung 

Are tg. x+ Are tg'. z = Are tg. jJ~ z 



XL 



für allgemein toafcr galten, obgleich jte btefelbe t|r als bie V v nur bafj an bie 
©teile btr allgemeinen Sogen (Hrgumente), je$t btc reellen unb ein* 
benagen Sogen getreten unb x unb z reell gebaut fmb. €o tote n&mlt$ 
j. $• bie SBettJe *on x utty z pofUfo aber fo gebaut fmb , baf xz>l tft, 

X-J-Z 

fo bebeutet (na<M* 10) Arctg.j—- tintn negativen Sogen, toty 

1— xz 

renfc Arctg.x+Arctg.z poptte unb >£;r ifh — £>ie gebaute ®lei- 

X-f-Z 

$mtg ^rc *y. x + Jrc /#. z = Are tg. r -~- bleibt aber toafyx (»fifcrenb 

1— xz 
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Vf 11 1 x— z 



. 7fr arjsr 2fr 1+»' 

u. f. n>. f. 

gerner tjl m>c$ 
VII. i-(±x) = ^.1/1=^ = 



&» v ' Gw 7fr I/ÜP^ 



V,IL ^ ±x > = Ä- ,/ ^==^- 1 ^ 

IX. s£-(±x) » / X * 1 



7fr ' *Sm Vl+x* Cw j/iip?' 

3n tiefen ©leidjungen I.— IX. ftnb nur 2lu$brücfe ange* 
fufyrt, welche einahber sollfommen gleid) jtnb, b. \ fconbenm 
jeber, ber für ben anbern gefegt wirb, ntd^t meljr unb nic$t 
weniger unb aud) genau biefelben SBertlje tyat als ber anbete 
für ben er gefefct wirb. 2)ie Ctuabratwurjeln ftnb babet als 
jweiförmig^an$ufetyen. (Sgl. b. ©etji ber mattem. Slnatyffc. 
Serlin 1842, wo aud) bie allgemeine Verleitung biefer SRecfy* 
mmgäregeln ju ftnben ifi). — 3?ur fold)e sollfornmene ©let* 
jungen jtnb in allgemeinen 9?ec$mmgen mit ttoniommenct 
©idjerfyeit gu gebrauten. 

§. 13. * 

2lu$ ber 8el)re ber Ijöfyern ©lei^ungen ifi befannt: 
1) 3fi a itgenb ein Sßertl) toon x, welker bie ganje gwtf* 
tion F x , =p, aberntet öF x , = 0*) mac$t, fo fommt 



x »nb z t>o|Ufo »orauflgefefct werben), fo lange xz<l ff*; fo wie aber 
xz>l wirb, &at man 

' X-l-Z 

Are tg, x+Arc tg. z = n+ Are tg. j-^-. 

*) Unter 8F,. (mit bem rnnben 8) toerfW&en wir immer bfe ttHef» 
tung, £>ert*aHon ober ben Differenttal-Äoefficientett öon F x 
nac$ x, b. $. btejenfge gnnfHon »on x, »elc$e ben Duotienten (ba* JBet- 
baüntß) ber betben jufammenge$5r{gqt unenbltcfc Heinen 3u»a(&fe dF «nb 
dx (bte ft>ir immer bur<$ fiebenbe d bejet<$nen) anäbrficft, fo baf man 

dF 



x dx 



|*t. 
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ber gaftor x— a ober 1 unter ben gaftoren fcon F x 

nur ein emjigeÄ 9Ral fcor. 

2) Sie* gilt, ber ©rab m ber ganjen gunftion F x mag 
uo$ fo grofi gebaut werben; alfo mu$ e$ aud) noc$ gelten, 
wenn m unenblid) grofi gebaut wirb, b. ty. wenn F x eine ua* 
enbli^e JReifye tji, bie nac$ ganjen *ßotenjen tton x fortläuft, 
fobalb nur biefe 9tetfye, wie bie6 bei jieber ganjen 
gunftion »cm tnbli^tn ©rabe fcorauGgefefct fji, für 
jeben reellen ober imagindren SBerti) fcon x, wirflid} 
einen SBertfy Ijat, b. \). jiet* consergent ifi. 

3) 2)a nun Smx unb Cosx att unenblic^e SReifyen ge* 
bac$t (wie wit bie* in ber SlnatyfW immer fcorauGfefcen), biefer 
lefctern SBebingung genfigen, unb ba, wenn unter F x entweber 
Sinx ober Cosx gebaut wirb, nie F x unb 8F X (b. \). ±Sinx 
unb Cosx) ju gleicher 3eit werben, fo fjaben Sinx unb 
Cosx unenbltcty »tele unb lauter ungleiche ftaftoren, welche au* 

x—a ober 1 erhalten werben, wenn man ftatt a alle 

reellen unb imagindren SBertfye fefct, weldje bejüglid? Sinx ober 
Cosx, ber 9htU gleid) matyn. 

4) 9tun giebt e* aber feine imagindren Sßertfye t>on x, 
welche Sinx ober Cosx ju 9M machen; alfo Ijaben Sinx 
unb Cosx unenblicty t>iele ungleiche unb nur reelle gaftoren. 

5) 3)a enblfdj vn alle Sßertfye »orfiellt, welche jiatt x ge* 
fefct Sinx = machen, unb ba (v-\-\)n alle Sßertfye »or* 
fiellt, welche ftatt x gefefct, Cosx « machen, fobalb nur 
unter v nad) unb nad) unb audj Jebe ^ojttfoe, wie jebe nega* 
ttoe ganje 3^1 fcerjlanben wirb; — fo folgt barauS: 

in inf. ober 

VIII. . 2 



I: 



IU 
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wenn P ba* Sßrobuft bedeutet aller ber unenblfcäb fielen gaf* 
toren, weU$e au* bem allgemeinen gaftor fyerfcorgefyen , fobalb 
jiatt be* beutfdjen Su^jiaben a lebe ^ofttive ganje 3^1 ober 
SRult gefefct wirb. 

gerner folgt (au* obigem) noety: 

ober 
^ x = P [( 1 -TO)( , +(2^I)-J] 

rfi fr' 1 

wenn jtott be* beutföen Shtdjflaben a juceft unb bann no<$ 
jete pofitive ganje 3afyl gefegt »kb*). 
6) 2fa« I. unb II. etgiebt ftd> bann 

III. logSmx = log x+S [%(l— ^p^r)] 

wo S jebeämal bie Summe aßet ber ©lieber fcorjlellt, welche 
au* bem allgemeinen ©liebe ## ergeben, wenn 0, 1, 2, 3 u. f. w., 
ba* Reifst wenn unb jebe pojtttae ganje 3# fatt be* beut* 
f<$en 33u#ftaben a gefegt wirb**). 



*) D. fc. alfo, Je me&r gafroren man nimmt, beflo mebr nähert ft($ ber 
SBerty ber JJrobufte jur SRecJten in I. unb in 11. bem SBertye wn Sfrt x, 
Cosx, e* mag x rcefl ober imaginär genommen werben. 

**) Da man log (l- ~ \ fogleig in bie 9Utye 



X» . X 4 . X* 



a* " «* a' 



»er&anbeln fann, fo fann man mittelf* ber ©letyungen 111. unb IV. bie 
gogarütymen »on Sinx unb Cosx au$ attemal na$ ^otenjen *on 
x enttoidfelt (jerfreflen, nur bafj bei log Sinx au$ noefc ba* ©lieb logx 
torfommt. 



1 
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7) äu* I. folgt ferner noä): 

y Stnjm = a > (l-a)(l+a)(2-a)(2+a)(3-a)(3+a) ... 

Sin bn b • (l-bXl+b)(2-bX2+b)(3-bX3+b) ... 
(l_aVli.a'|i f . 

unb, wenn b = a+j gefefct wirb, 

VI T «* n = g^F - ( fpiyri fö' " = +~ «** ganj; 

b. I). je größer v (pofttto ganj) genommen Witt, befio meljr 
nähern ficfy bie SBevtf^e ber 2lu$brücfe jur Sterten , ben SBertfyen 
ber 3lu6brü<fe gur 8infen be* (=) j$tiä)tn& f unb für v unenbli$ 
grof fommen beibe einanber unenblid) nafye. 

8) SMfferenjifrt man bfe ©leidjung III. nad) x, fo gtebt bie* 



VII. 



<>»»" s \,^ ]> 



wemt ber beutfdje 93u$ftabe a bie Sebeutung wie in III. ^ 

1 2x 

iebodj muf man, wenn a = ift r Hof — ftatt 2 _ a t 

treiben, b. i). tton biefem ©Hebe nur bie «£>älfte nehmen*). 

*) Diefelbe ffietye für Co/g- x fann man au$ babnr<& o$ne ©eitere« 
erhalten, baf man bat JDuotienten 

6'oix ^ , Cosx 

b. $. 



&>i x 



{«-SX-SO-sX»*) 



• ••• 



in feine nnenbli$ triefen 9artial*$ru$e gerlegt, fo bafi ber ju bem Kenner 
14. ib. ober x+*/r gehörige 3W"# bem Sßertye »on 



vn * * ö ^ v ' * (Sfli x) : (x+vtf) 

glef# totrb, toenn x+k* = ifl, b. &. trenn man -w ftatt x fefct. ©e- 

jrtmmt man bann ben -jr ffierty be* Dfotfor* — — für x = ~vn, in* 

bem man 3W*r ««b Kenner na$ x bifferentürt (toet$e* — ■? — ober 

Cosx gtebt) nnb bann —vn ftatt x föreibt, — fo ergtebt jt$ bfefer 

Stylcr =^7^ = 1, f* *«6 »« Jtorttalbrtt* felbft = -^ toirb, wo 

y foiooty 9tntt a(0 an# jlebe pofittoe unb jebe negattoe flanje 3a^l »orfteflt. 

2» 
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JDie ®lefc$ung IV. bagegen, wenn fte ebenfalls bifferengiirt 
wirb, giebt: 

wenn nur bei* beutfdje SBucfcftabe a in bemfelben Sinne, wie 
immer, genommen wirb. 

§. 14. 

SBaS bie allgemeinen 2lnjtc$ten beS ßalfulS betrifft, fo 
fyaben wir ftolgenbeS feftjuljalten: 

1) 2luS ber ^Betrachtung ber ganjen (unbenannten) §afym 
abflratyiren ft# bie SBegriffe beS 2lbbirenS, aJtulttplicirenS 
unb *ßotenjirenS, fo wie bie bamit in notfywenbigem 3ufam* 
menfyange jlefyenben Segriffe beS SubtrafyirenS, IDi&ibi* 
renS, SRabicirenS unb 8ogaritl)mirenS. @ie finb 35er* 
jlanbeS#£l)ätigfetten, Serjianbed^Dv e ^tionen itnb werben bafyer 
fc$lec$tweg Operationen genannt, unb f?e werben auSgebrüdt 

a b 

(bejeid^net) burd) bie gormen a+b, a— b, a*b, ^-, a b , j/a 

b 
unb logü) biefe formen bilben alfo baS SBefen biefer 93e* 

griffe, w&fyrenb bie 33uc$fiaben a, b nur bie Präger biefer gor* 

men unb an ft$ im allgemeinen inhaltslos unb eben beSljalb 

im Sefonberen von beliebigem 3nl)alte fetyn fönnen. 

2) S)ie eben erwähnten 93erjianbe$*3tyitig?eiten (Operation 

nen) fielen nimlid) mit einanber in befiimmten ©egenfifcen unb 

$ejiel)ungen unb biefe werben ausgebrochen in (ibentif<$en) 

a ac 

©leictyungen, wie j. 33, (a— b>c = ac— bc, *r* c = x~f 

u. b. gl., welche ©lei^ungen tyrer Snjafyl na<$ völlig benimmt 
flnb , f o lange eS ftd^ nur um bie einfache ©runblage beS GaU 
culS fyanbeft. 3ebe^ foletye ©leictyuug brueft baS SJerfyalten ber 
gebauten SSerfianbeS^ST^dtigfeiten gegen einanber aus, unb eS 
wirb bewiefen, bafj jeber von jwei folgen gleictyenSluSbrihfen, 
unbebingt für ben anbern gefegt werben fann (obgleich in beiben 



I 
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He Träger a, b, gonj infyaltfo* getagt werben), otyne baf 
man je befürchten mäfte, oabur$ mit ben Oefefcen biefer Dpc* 
rattonen in 9Biberfpru$ ju geraden. — 3eber Sluftbatcf ficKt 
namlidj eine (Sigenfctyaft, ober mehrere 6igenfd?afien vor, bie 
m SBerbmbung mit einanber fein SBefen au4ma$en; ber anbete, 
tym gleite fteOt nun baffelbe SBefen vor unb be*f)alb fonnen 
bribe für einanber unbebingt gefegt werben. 

3) @6 famt aber ein 3u6brucf eine fo allgemeine (Sigetu 
fcfcaft vorteilen, baf e* jwei ober mefyt, ober fogar unenbtid) 
viele formen gif bt f welche biefe (Sigenftyaft mit einanber ge* 
mem fyaben; (fo j. 95. fyaben bie Summe O+a unb bie 3Dif* 
f er eng 0— a f a(fo jwei wefentli$ verriebene , einanber nid^i 
gleite gormen, bie (Sigenföaft mit einanber gemein, baji, wenn 
jebe mit ftdj felbft multfplidrt, b. t). mit 2 potenjirt wirb , bann 
ein unb baffelbe Stefuttat aa fommt, eine (Sigenfcfyaft, bie wir 
burefc ba* 3ä$m f b. Ij. burdj ben 9u*bru<f j/(aa) au** 
britefen); bann ifi ber 3lu6bru<f mefytfötmig (metyrbeutig) unb 
wenn bann jwei fold&e Stuebrücfe einanber (votlfommen) 
gleich fetyn f ollen, fo muf ber eine genau biefelben gotmen au** 
btütfen wie ber anbete, — fie muffen beibe gleichviel* beutig 
feijn; fyat ber eine biefer beiben gleiten Slutbrücfe weniger 
93er t^e (b. fy. fieUt er weniger einanber nktyt gleite formen 
vor) a(* ber anbete, fo iß bie @lei$ung eine unvollfommene 
(unvoOfldnbige) unb bann nur mit großer SSorfid^t ju gebrauten. 

3u allgemeinen 9te$nungen barf man nur voll* 
fommene GHeidhtngen verwerten. 

3) Unter „Steinen" verfielen wir nämlid) m$t6 weiter 
atö bie Umformung eine* gegebenen Sluftbrucfe mittelft Sin* 
wenbung ber ®tunb*©leic$ungen (b. ty. betet, weldpe ba* Ser* 
fyaücn ber Operationen ju einanber auflforec^en) in anbete %ox* 
men, bie gewiffen Stvtdtn entfptedjen (in ben 2lnwenbungen 
namentlich in folc^e gotmen, welche wir im $.9. bie au*ge* 
regneten nannten, b. I). bie }u (Snbe gerechneten, in fo fern 
fie bie einfachen gönnen ftnb, auf welche ftc$ alle übrigen 
)urärf fttyren laffen. 
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3n btefem ^Begriffe ifi alle* unb iebe* JRedjmen enthalten, 
audj ba* ber rfogenannten „gemeinen JRedjenfunft". 

4) 2>ie beftimmten (ungenannten, ganjen) Safytn brüifett 
wir burd) 3*ffern unb bie groferen burd) fyftematifdj georb* 
nete Summen au*, beven ©ummanben Sßrobufte au*3fffetn unb 
5ßotenjen von jefyn (ober irgenb einer anberen ©runbaafyl) jtnb: 
6o wie nun a unb b SBebeutungen gewinnen unb juna^ji fol<$e 
(flwje) Safykn vorteilen, fo erfdjeint bie 5) i'f feteng a— b in 
brei verfdjiebenen gormen , namlfcty in ber gorm (b+c>-b, ober 
in ber gorm b— b ober a— a, ober enblWj in ber gorm a— (a+c), 
wo c eine (gange, witflidje) $afy vorfteHt. Äann mm auty für 
bie erftere gorm bie (ganje) 3^1 c gefefct werben f fo bleiben 
bod) bie beiben anbern gormen b— b unb a— (a+c) felbftdnbig, 
wäfyrenb wir mit benfelben natürlid) no# eben fo »ollfotnmen 
fieser rennen (nad) 5Ri\ 3.) al* ju ber 3eit, wo in ber S)tffe* 
renj (gorm) a— b, bie Sudjjiaben a unb b no# ganj infyaltlo* 
gewefen jtnb. SBir nennen bie gor m a— a (ober b— b) 9tull *) 
unb führen bafur ein eigene* 3e«$en (0) ein, wäfytenb wir 
mitteljl ber allgemeinen ©efefce be* Steinen* bie brüte gorm 
a— (a+c) in 0— c umforme» unb ber Äürje wegen bafur btof 
— c föreiben. S)iefe gorm — c nennen wir einen fubtraf tiven 
$lu*brucf (3<*fy0 f o l^nge c gan$ infyaltlo* gebadjtf wirb , bagegen 
eine negative (ganje) %of)l f fobalb man ft<§ unter c eine 
(wirflictye, gange) 3al)l benft. — (£htn fo fteljt +c fiatt ber 
Summe O-J-c, unb babei wirb wieberum gang analog bei: ab* 
bitive 2lu*brucf (340 »on ber pofitiven 3a$l unterfdjteben. 

£>re pojttive (gange) 3al)l, bie negative (gange) 3al)l unb 
bie 9htll jinb in bem SSegriff ber „2>tffereng a— b gweier gangen 
3a#en" gugleidj enthalten. 

5) ©ewtnnen nun bie 33u$ßaben a unb b fol$e allgemein 
nere Sebeutungen (b. % fieHen fie beliebige fDifferengen ganger 

3afylen vor), fo erfdjeint ber Ctuotient -r- entweber au# al* 



*) Die« tjl bie eittgig »atyre Definition ber 9? u IL 
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SHffmti) gcmjcr 3aty(eh ober et bleibt felbji&nbig; *» kfrtettt 
gaU tyeiflt et eine gebrochene 3<*#*)r bie balb bie goem 

+ — , balb bie gJrm — — annehmen !ann unb bann poft* 

th> ober negati» gebrochen fyetjjt. 9Ran I>at nun im ©anjen 
5 fpecieHe 3al}l?gormen, weldje bie reellen 3<*fy(tn genannt 
werben, ni$t$ anber* atö angezeigte 3^kn*33ertinbungen, 
b. J). angejeigte a$erjianbe$*$l)Ätigfeiten ftnb, mit benen man 
aber na$ t>oUig bestimmten unb in ben <3runb*@tei$ungen a*i6* 
gebrochenen ©efefcen „redeten" fann; nur barf in ben $ed)nun/ 
gen lein Ctuotient sorfommen, beffen Dtolfor SRuH i|t, weil im 
attgegengefefrten galle bie erhaltenen ©leicfyungen ni($t notywen* 
big richtige ©Irictyungen fe^n muffen. — allgemeine Segnungen 
gelten aifo für bie befonbeten gäHe nic&t notijwenbig, in benen 
einer ber fcorfommenben Dtoiforen bie gorm a— a, ober b— b, 
ober q— q b. f). bie burdj bezeichnete gorm (9Jull) ange> 
nommen t)at 

6) $c&m nun bie 33u$ßaben a, b ic. tiefe aDgemeineren 

m 

Sebeutungen ber reellen Satyrn, fo wirb bie SBurjel j/a (wo 
m pofitto gang gebaut ift) unb aud) bie ^otenj a b mefyrför* 
mig f b. f). mefyrbeutig, unb ed wirb bewfefen, baf biefe mefy* 
reren SBerttye entweber wieberum reell ftnb ober bo<$ auf bie 

gorm p+q-V^I gebraut werben fonnen, wo p unb q reell 

fhtb, bie V^A bagegen bie einjige felbjt&nbig Meibenbe SButjel 
iji, mit welker natürlfd) nac$ benfelben ©efefcen „geregnet" 

m 

werben fatm, weldje überhaupt für bie allgemeine SBurjel ]/a 
feftgefteHt werben fonnten. 

SBenw aber fyater ber Segriff ber $otenj nodj erweitert 



*) £ie* ift bie einzig faltbare Definition be« 9rtt$e* ober ber ge- 
bto<$enen (unbekannten) 3aH — 9u* tyr getyt in ben Sntoenbnngen 
berflnatyfi* ittr&erglei$ung bet @r8fen bie gebrochene benannte 
3a$l Verbot, toetye bann al* ein 3$eil be* ©aitjett erföeint, im gafle bie 
gatqe (Einheit feilbot fe^n fönte. 
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wttb, — wenn man ju ber natürlichen, ber fünflUdpen, 
bei: allgemeinen $oten§ (breitet f — wenn man bie biefen 
^otenjen gegenüber liegenben Sogarittymen betrautet, — fo 
laft ftd? bo# allemal erwetfen, baf jeber 2lu$bru(f, weiter 
wirfli<$en (ganjen, unbenannten) Satyrn fein (Sntjiefyen wbanft, 
entwebet: einet reellen Safjl glei<$ iji, ober bodj auf bie gorm 

p+q-V^T gebraut werben fann, in welkem lefcteren gaU wir 
ben 2lu$brucf einen imaginären nennen») (wenn q iticfyt 
SRuü ifi). 

*) <£$ bremst niejt auflbrücflicfc angefahrt $u »erben, bog imaginäre 
3al)lett eben fo gut fcir fliege HuGbrficfe ftnb, »ie bie reellen, baf beibe 
@attungen »Ott gor mm vbllig gleite ©teKung im fyfremafifcfcn ©ebäube 
ber ttnafyjt* ^abett, unb baf nur bie veraltete 8nßc$t, alt „rechne" matt mit 
^(örBgen" )u ber alteren SBertoirruitg ber Ergriffe führen tonnte. — SBenbet 
matt aber bie HnalyftS jur „SBergleicJung ber ©ragen" an, fo »erben alle 
©rBgen als benannte gange 3^«/ unb toenn man ben Begriff ber be- 
nannten 3^1 erweitert, au$ als benannte gebrochene 3^1en auSgebräeft, 
bie ft$ paartoeife auf einerlei (Einheit (Benennung) bejfefcen, unb bereit un* 
benannten 3*$len nie imaginär , aber anty nie negativ fepn fftnnen unb 
mit poptfoen 3<*(ltft nur in fo fern vertaufebt »erben bfirfen, alt +a fovie! 
als 0+a bebeutet/ unb naefc ben ©efefcrn be* allgemeinen fte$* 
neu* O+a = (b-b)-fa = (b+a)-l* = a, alfo +a = a iß. — 3n 
biefen Sintern bungen {fr alfo im STOgemetnett jebe $fafa$glei$ung nic$t* 
»eiter als bie Behauptung, bag betbe ©etten ber ($lei<$ung BuSbrficfe ftnb, 
»elcfe eine unb biefelbe gange ober gebrochene (pofitioe) 3^1 bebeuten, ob« 
gleich man baS 9infa$gef<$äft auf mefyr ffinfHfc$e SBcife jut» eilen au$ fo 
lenfen fann, baf beibe SfoSbrücfe lütte unb recjts ber 5lnfa$gleicf>ung eint 
unb biefelbe negative (gange ober gebrochene), Ja felbft eine unb biefelbe 
imaginäre Qaty auSbrficfen. 

2Bat)rent> aber bieS mit ben Hnfa$*<$let4ungen ber Sali ifr, ifl e* gan* 
anberS mit ben aus benfelben gefolgerten ©leic|>ungen; ledere entfielen 
bur$ bie „!Rec$nung" b. b- bur$ bie Sfotoenbung berfenigen in ©lei$ungen 
auSgebrficften ©efefce, meiere JbaS allgemeine Behalten ber Operationen ju 
einanber auSfpredjen; bti bem „Steinen" unb fo lange man „rennet" $at 
man e* alfo nur mit ben gormen $u tt)utt, »el#e allein baS ©erlauben- 
fepn biefer ober einer anberen Operation (einer angezeigten, alfo toirf- 
lieb vort)anbenett $erfranbeS*2$arigfeit) ausbauten; unb babei fann man 
ftets »erjtejert fepn, baf in jeber ber erhaltenen ©lefc&ungen, — fobalb man 
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7) SBenn man übrigen* mit allgemeinen 9u*brü<fen unk 
namentli<$ mit allgemeinen unenblidjen Steiljen, welct)e bie 
$orm a+bx4-cx^+dx , + — ber ganjen gunftionen von x 
Ijaben, ober bod) auf tiefe gorm gebraut »erben fönnen, gan| 
fielet „ rennet ", eben »eil ba* Steinen ed nur mit ben %ox* 
men ju tl)un fyat, wäfyrenb leitete gerabe ba am reinften finb, 
wo am allgemeinem, — fo muß man bo$, wo bie $udbrü<fe, alfo 
j. 93. au<$ bie unenbli<$en Steigen, in 3iffa**2fo*brütfe über* 
gelten (alfo bie unenbli^en Steigen in numerif$e) jleW bie 
gaüe im @ebdd)tnijji behalten, wo, einer vorangegangenen grünb* 
li<$en Sfyeorie jufolge, ba* ( ,9teä)nen" aufhört. £>ieS ifi aber 
ber gaU 

a) wenn irgenbwo (9lull) im Dhrifor erföeint; 

b) wenn logO »orfommt ober 0*, wäfyrenb x entweber no<$ 
allgemein, ober entföieben imaginär, ober (9tuH) ober 
negatfo iß; enblict) 

c) wenn bie numeriföen unenblid&en Steigen bitter gent finb. 
2Bo alfo eine biefer (Srfdjeimmgen (in einem befonberen 

gaüe ber änwenbung) eintritt, ba barf bie allgemeine 9te<$nung 
ntd&t mel)r beibehalten werben, fonbern man muß für biefen be* 
fonberen gaU eine befonbere 9te$itung anlegen. 

find ax = b folgt 3. ©. im SIHgemeitten x = ■— ; allein Heft* 9te* 

fuliat gilt nur, fo lange a niejt 9lutt iß. ©0 tote a = totrb, mrtfi matt 
»Ott »orn anfangen unb bie (Weisung ax = b für biefen Satt bireft bejan* 



»orau*fe$t, bafj ben S3u<$ßaben SBebeutungen untergelegt »erben, toetye ur* 
forfinglty au* ftbftfttm (gangen, unbenannten) 3a$len )ufammengefeft finb, 
— bie betben ©eiten berfclben ßet* eine nnb bief elbe ganje ober gebro* 
$tnt, pofttfoe ober negatfoe, reelle ober imaginäre 3*$l borßetten. 
f>at man alfo |ttlr|t erhalten bie <2>lei$ungen 

x = 3, y = |-/ ■ = -5 / u = -y^ v = 3-2^=1, 

fo iß man überzeugt, bafj bie nnbefannten unb gefugten tmb vorläufig bürg 
x, y f z, a wb y bezeichneten 3<W«t unb fyecieflen 3<4lformen be^üglidjf 

3 3 • * 

genau bie bnnfr 3, -^, -5, -y unb 3-2«v/^l »orgeßettten finb. 
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belli, itnb ba ßnbet man bann fogleitf, b«f ße in 0*x= b, b.(. tu = b 
fcberge&t unb ba^er enttoeber einen 28iberfpru4 anjeigt (toenn bttit^t 9?nH 
tß) ober jtoar ri<$tig iß, aber jur SBeßünmung »on x ni$t me&r brauchbar, 
ba ße bann für {eben beliebigen SBerty »on x richtig bleibt. — ©an} an* 

bet« iß e*, toenn a niefct 9toH, fonbern unenblio) Kein iß, alfo t»enn a 

i 

ni$t »Ott ber gorm b-b, fonbern »on ber gönn — iß, toafcrenb babei 

IT 

p ofyne Gnbe to&$ß. Denn bann folgt au* ax = b ' b. |j. au* — x = b, 

fogIei$ x = bp / fo baß, toenn b reell iß, x enttoeber pofttio ober negativ 
tß, aber mit p fclbfr (abgefe&en »um $or$ei$en) bi* in* Unenblufie toätyß. 

8) 2lm allmMd&tigften ifi aber folgenber Sßunft: SBenn im 
allgemeinen, wo x atö ein bloßer Präger ber Dperation6*3dcJjen, 
ganj inhaltlos gebaut ifi, ein SluSbrucf j. 33. 0* aß ein folget 
^enoortritt f mit bem feine »eitere allgemeine 9tec§nung mefyt 
möglid) iji*), fo fann bo$ unter einer befonberen fßott 
auäfefcung j. 33. xotna x pofittfc (ganj ober gebrochen) ge* 
bac$t wirb (nati) vorhergegangenen befonberen Segriffen) 0* = 
fetyn, fo baf man nun jlatt 0* mit gutem ©eroiffen unter ber 
gemalten SSorauSfefcung felbji fefcen fann. Sldein von 
fyier ab muf man nun aud) nie vergeben , bafl x nic$t metyr 
allgemein, fonbern pofiiitt vorauSgefefct roorben ift. 

3ßir rooDen nod) ein anbereS 93eift>iel geben: ©inb a unb 
b reelle Sätjlen, alfo blofe gönnen, roeldje au* urfprüngli$ 
ganjen 3afyfot mittelft ber vier (fogenannten elementaren) Opt* 
rationen jufammengefefct ftob, fo nennen wir a größer als b, 
unb b f lein er als a, wenn toir fagen wollen, baß a-b einer 



*) 9to$ ben fceßnitionen iß namli* 0* = e** / °« , ° unb iogO ijeber 
ber SBertye z, toel$e e* = b. &. 1+ y + JT *3T + "" = ° ma * ftt - 

9hm erißiri aber feine reelle 3*!?1 f&* z > üttyt e" = machte, aber 
auf} '«ine imaginäre 3# bon ber Sonn p-fq«i für z, »eil fonß ein So- 
gen erißiren tofirbe, beffen @inu* unb doßnu* *u glti$er 3ett ber fRuQ 

gleicb toSren. — Unb e""* iß n«$t =0 b. $. nityt = b-b, fonbern 
1 



CO 
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l>ofitit> en f ober b— a einet negativen 3*W gleich iß. — 
9lad& Wefen 95egrtffen ift g. 95. 

f J_ _L J__ n i L''-L _/ 

10 > 100 > 1000 :>ü:> 10OO > 100^ 10^ 

3n ben 2lnwenbungen ber 2lnafyß$ auf bie ©rößentefyre 
(b. I). gur 93ergletd)ung ber ©roßen) iß aH mefyr afc bH unb 
*war um (a— b) U , fo oft a>b , b. I). fo oft a— b }>ofitto wirb, 

unb babei brücft nodj ebenbafelbß — U ben p' cn £t)eil eine* 

1 1 

*ßfitnbe$ au$, fo baß — W beßo weniger iß, je Keiner — 

r 

b. i). je größer p iß; in tiefen Slnwenbungen fann man 
alfo woljl aud) einmal ßatt — fefcen, wenn man weif, baf 

p unenblidfc groß iji (alfo g. 95. au<$ ßatt e- a , »erat a )o* 

fttit> unb unenblicty groß iß), wäfyrenb im 21 11 gern einen bie 

1 

fubttaftitve gorm b-b (b. )). SRuH) ber bifcififcen gorm — 

nie unb ju feiner 3eit gleich iß, alfo auc§ nie bie eine 
ßatt ber anberen gefegt werben barf, wenn man ni<$t äugen* 
Midtid? auf bie allgemeine ©ültigfeit ber ftefultate 
fcetjidjten will. 

Sllfo: lieberall wo man ßc$ erlaubt einen 2lu$brucf für 
einen anberen gu fefceri, ber nid)t na<$ ben allgemeinen @e* 
fefren ber 9te$ramg (welche in gorm »on (Steigungen aufgehellt 
werben unb ni$W anberd als bie 95ejie^ungen unb ©egenfäfce 
ber 7 Operationen ju einanber auSbrücfen) bem anbern glekfr 
iß, fonbern ber nur in 95ejug auf gewiffe Slnwenbungen ober 
überhaupt nur unter gewiffen befonberen Soraudfeftungen ßatt 
jene* anberen gefegt werben barf — leißet man auf bie, all* 
gemeine gorm unb gugleidj auf bie mit ifyr fcerlnüpfte 
2BoI)ltf)at einer unbebingten Slllgemeingultigfeit ber 
Stedjnung 9Serji<$t, unb im weiteren Verlaufe bet Unterfudjung 
muß man fcon fyier ab bie erhaltenen Slutbrüäe nur al* 3iffenv 
Sffiertye anfetyen unb betyanbeln, bie entweber reell ober Jmaginär 
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finb$ batyer barf man fcon ba ab auc$ bie unenbli$en Steigen 
nur al« numerifd&e unb com>ergente betyanbeln, felbft wenn fte 
bie gorm ber ganjen ftunftionen von x tyaben, ober auf biefe 
gorm gebraut »erben fonnen*). 

§. 15. 

3n tiefen ©leidjungen , tteldje ni$t mefyr (gatt) allgemeine) 
gormglei^ungen fmb, fonbern nur unter ber 93orau$fefcung 
gelten, baf beibe (Seiten ber ©leid&ung eine unb biefelbe reelle 
ober imaginäre 3afyl t>on ber gorm p+q*i vorfteDen unfc 
roeldje man be$ljalb 3 « fy l* n gleic^ungen nennen fann, fangen 
bie ^Begriffe be$ Unenblic^grofl en unb be$ Unenblic^flci^ 
nen an, entföiebene Sebeutung ju gewinnen. — SBir untere 
[Reiben aber ba$ reelle linenb[ic$*®roj$e unb kleine, *>on bem 
imaginärem 

2Bir nennen jebe reelle 3aty (±a) j>ojttfo ober negatto 



*) Die« ift alfo j. IB. ber Sali, fo tote man, toenn z f>ofttit> unb un- 

cnblic{» groj} gebaut toirb, flatt tT % , ober flatt a + * gefegt Jat, toenn 

a<l unb pofttf» gebaut toorben, — »eil na<$ ben allgemeinen ®e* 

1 
fejen e""* = -- nie = toirb, unb eben fo toenig a z Je ber ftull 

e 

gteig {(I, obwohl e" 1 unb a* u nenbli<$ -Hein »erben fitanen. 

$ben fo wenig barf man im Allgemeinen -«> flatt logO, ober 

flatt 7g— n, ober flatt 0* treiben u. b. gl. m. (obgleidfr bie* äffe« 

erlaubt »See, »enn man mit — »ertauftyen bürfte unb x pofiti« 

tofire), toenn man titelt gleichzeitig auf jebe fixere unb gefiederte Sornten* 
Stecfmung »erjie$ten »itl. — <5o »ie man fi$ eine tiefer <5ubfHtut(onen er- 
laubt, »elcje burej bie allgemeinen ©efefce ber Operationen niejt geregt« 
fertigt finb, fo muß man bur$ beibe ©eiten ber ©leigung bann einen unb 
benfelben 3iffern4Berty »orgefieHt ftcfc benfen, ber ent»eber reeu* ober imagi- 
när unb ton ber Sonn p+q*i iß; alfo fann bann au$ eine uneubli$e 
Betty niejt me&r alt folge, b. &. nigt me$r in i^r ba« Sortföreitungägefefc, 
fonbern fte felbfl nur alt tin beßimmter reeller ober imaginärer 3iffern»erty 
in Setragt Fommen. 



§. 15. griffe. Sejeicfrn. 3Cu*rec$n. 2% Slnf. 29 

{uncnbli* Sitte} 1 twnn ^ r ab f oIute * ® Ueb (a > lmmet no * 

{fle£} •**** * irb ' d * iebe bmlt * no * f0 {S} fleba( * te 
aber befiimmte abfolute 3<rf)l > unb waljrenb tt)ir bie unenblid) 
grojje 3«W bur# 4-od bejei^nen, fann tote unenbli<$ Heine %a\)l 

bur$ ben 93ruc$ — audgebrütft werben. 2)abel jtnb bfe 93e* 

griffe „ grof er " unb „ Heiner " fiett nur im anatytifd&en Sinne, 
ndmli# fo ju fcerjlefyen, wie folctyed furj toorfyer (8. 14.) fe§* 
gefefct wo'rben ijt 

SBir nftnen bagegen jebe imaginäre Saty a+b-i 

tbfS £ta}' mm ' ***** PC aUf W 8 ° Vm 



(>.(C<w9>+i-&»9>) gebraut ift, tyr 9Wobul p b. fy. +Ka*+b* 

{unenblidj grof 1 , ft 
unenblid) Hein] '" 

llebrigenä muf man ba* Unenblid&'Äleine jtet* Don bem 
fefyr kleinen eben fo forgfältig unterfd&eiben, wie Don ber SR ull. 
2Ba$ »on bem Unenblicfc kleinen beriefen wirb, gilt beSfyalb 
iu># nidjt fcon bem fefyr kleinen, eben fo wenig wie »on ber 

9iitH •). 

* 

8. 16. 

60 iji nun §clgenbe$ ju bead&ten: 

1) SBie fefyr Hein eine (gebrochene ober irrationale aber) 
pofittoe 3^1 z auc$ immer gebaut fe^n mag, fo liegen jwifdjen 
ifyr unb ber SRull boc§ immer no$ unenblicfy t>tele anbere Satytn, 



*) Serftefyen wir aber in ben&ntoenbungen ber Hnatyjfo auf btr 
JBcrgleityunft ber (Stößen, bie benannte 3<*W * fftfyU. ober a iL, fobalfr 
a = »irb, jebe*mal fo, baß nun gar fein ©elb ober gar fein ©etoigt 
»ortyanbrn iß, fo fann man in benfelben Hntoenbungen jtatt be* un* 
enblic^ fleinen a au$ 9?uH fefeen, »eil ber nnenbltifc Heine 2$eü brd X\)&> 
ler* ober be0 9>funbe$, fo gut als gar fein ®elb ober gar fein ®e*t$t t(r. 
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a0e rfnanber ungleich, aber alle großer aW 9toll unb Heiner 
nod) als biefe no# fo Heine aber beftimmte 3«W z- 

2) 3<i * unenblidj Hein, reell ober imaginär, fo fmb au$ 
px, qx*, rx 3 , ic. unenbltd) Hein, wenn nur p, q, r, k. m#t 
9iull, fonbern beliebige reelle ober imaginäre enblidje (b. fy. 
völlig beftimmte) 3a^lformen fmb. 

Denn,* tfi * = q* (Cos <f+i. Sing) = o.e*' 1 , fo ifl * 3 = ^.e 2 ** 1 
= e 2 .(CY>i2<j+i«5i>i2y), u. f. to. f.; unb i(l p = ««(Co* v+i a &* V) 
rra-e*' 1 , fo tj* px 2 = «^.e^^+^^ir «o 2 .[Co#(2y+i/;)+i.Ä»(2^+V/)]; 

u. f. to. f. — Uno loare px = z unb enbHdfr, fo toftre x = ~ aueb 

enbli<$, toa* gegen bte SBorftuSfefcttng; u. f. ». f. 

3) 3jt x pofttto unenblicb Hein, fo iji x.£x jlet* negativ 
unenblid) Hein (aber nie = 0). — Unb be$l)alb ift allemal audj 

— pojttto unenblicty Hein, fo oft z felbji pofrtto unenblidj groji 

gebaut wirb. 

SH6 3afylengleid)ung fann man baljer fdjreiben 



unb 



1 e . 1 

x*Lx = für x = — 



— = -4 für z = oo: 

z ■ oo ' 7 



man mu$ aber nie ben ©irat überfeinen, in welchem biefe ©lei* 
jungen gelten. 

1 1 L»y 

Demi, e* tft — -.L— • = - — , fco v poftft» gebaut if*. - SBtrb 

nun Ly = y, dfo v = e y gefefct, fo $at man 
-i.L-L = -— = -?- = 



1+y+ 2!+3T + 



y +1 +lr + If + 



••« 



i 

tooMUS bie 23fl>au|>tuttg tyeroorge&t, fobalb man v = — = z = od, unb 
benmadj au$ y = oo fi$ benft. 
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4) Die Motens x*, fo lange x pofttto, tft allemal pdfitto 

unb = 1 , je nadjbem x = l iji} btefelbe *Potenj x x nähert ftdj 

aber ber (Smfyeit ofyne @nbe unb ifi julefct um ein Unenbli$* 
jtlemeö *on if)r fcerfcljieben, wenn x (pojttto) immer f feiner unb 
julefct unenblidj Hein wirb. — 211$ ßatylengleicijung tonn 
man bafyer fdf)reiben: 

x* = 1 für x = — J ' 
Denn man fefce x x = z, fo tfl x*Lx = Lx; folglty ttirb (nadfr 

9fr. 3.) Lz für * = — ncgatt» unenblty flein, bL ^. Lz = , 

i 
— « 1 1 
folglich z = e = j— = - r— b. ö. unenbK$ 

e od 2ao a 

na&e = 1. 

§. 17. 

33*n bem relatto ttnrabli$-<$r9fctt unb Unenbli^-Äleincn. 

1) 3fr fo Guottent — unenbli# Hein, fo nennen wir 

„a unenblidj groj* gegen b", unb „b unenblic^ flein 
gegen a", auä) wenn a an $ä) nid&t unenblid) grof iji, j. 33. 

wenn b = qx*, a = px, alfo — «= -S-x unb x unenblicfy 

a p 

Hein ge]Da<$t iji. — 2)ie$ foH audj gelten, wenn a ober b, ober 

beibe imaginär jtnb. 

2) ©inb m, p, q, r, s, k. k. reelle ober imaginäre enb* 
lidfje 3^1«* aber rtityt Sßull, unb iji x unenblidj flein gebaut 
(reell ober imaginär), fo iji px unenblid) flein gegen m, 

qx 2 unenblid^ flein gegen px, 
rx 3 unenbltdfj flein gegen qx a , 

*) <&$xitbt man 0° = 1 unb berftfinbe man birfe ©letcfcnng in obf- 
gern ©tone, fo wate jie natürlich richtig; f<$le<$tytn bagegen betrautet tfl 0° 

im Äaifnl <wr ni$t jnlaflig, toctl f$en 0* nu$t §ulaf|tg ifi. — Ucbttgtn* 

1 1 

nimmt x* bon x = --. bf* $ tt x = -- tyn (htig ab nnb »ä<$f* triebet 

1 

ununterbrochen »on x = — an bi* ju x = oo. 



32 Einleitung. §• 17. 

it. f. w. f.; aber eS ift au<$, wenn fi unb v ganj ober ge* 
brocken flnb unb ju<y ifi, ber 2Bertfy qx" unenbli# Hein gegen 
px p ; alfo lefctere* unenbli<$ grof gegen ba$ erfiere f obgletdj>an 
ftöj beibe unenblicfy Hein fetyn fonnen. 

3) SRan tfyeilt bafyer bie unenbli<$ Heinen ßafylen (bie ima> 
ginären wie bie reellen) unter ft<$ in Drbnungen unb rennet 
qx* jur p** Drbnung (wo ti gang ober gebrochen), wctyrenb x 
felbfi jur erfien Drbnung geregnet wirb. s iRan rennet ferner 
iwei Unenblicfy kleine a unb b ju „einer unb berfelben Drb* 

nung", wenn ber Ctuotient -*- einen enblid&en 2Bertfy tyiU 

4) 2)a ber SBertfy ber für z < £ allemal contoergenten Steige 

p.z n 4-q*z n+1 +r'Z n " l ' 2 + ••• immer <z 2 A-z n 

iji, wenn A ben grofeften ber reellen Äoefftcienten p, q, r, ic. 
»orjiellt unb z<:£ iji unb p, q, r, ic. enbli# unb reell gebaut 
werben, fo iji biefelbe unenbltd&e SJet^e allemal ein Unenbltcfc 
kleine* ber n' ftt Drbnung, fobalb z reell unb unenblic^ Hein 
gebaut wirb, fo lange nur ber Äoefftcient p ni$t 9iull iji. — 
2llfo l)at biefelbe SReifye allemal einen enblic^en 2Bertfy, fo oft 
no $ n = ifi, fo lange nur p nictyt 9?ull ifi. 

3)affelbe lafjt ftdj nun aber auc§ erweifen, wenn z imagt* 
ndr unenblidfc Hein ifi, tton ber ftorm Q*(Cosip-\-i*Sinip), weil 
jt<$ bann alle* ©efagte wieberfyolen laßt unb gültig bleibt. 

5) 2)ad Slnaloge gilt offenbar fcon ber Steige 

p«x*-|-q»x , '-|- r# * f + ,,# / 

wel<$e unenblid) Hein fcon ber g*** Drbnung ifi, fo oft p, v, q 
k. ic. beliebig ganj ober gebrochen aber pojttto unb ber SReifye 
na<$ wa^fenb gebaut werben. 

6) 2>er Definition ber 5Rr. 3. jufolge gelten aber bie ©äfce 
ber 9tr. 4. unb 9?r. 5. aud) nocty, wenn p, q, r, jc. ebenfo wie 
x beliebig reell ober imaginär fmb, wenn nur x unenblic$ Hein 
unb in 9?r. 5. /f, v t q, k. v«>fitit> unb wactyfenb gebaut fmb. 
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8. 18. 

1. £at man unter ber 5?orau«fefcung, bafj x unenbtidfc Hein 
iji unb alle Äoefftcienten reell ober imaginär fmb, bie ©leic^ung 

a'-|-b'*x+c^x 2 +.«+p / -x n -- 1 _j_q'.x n , 

fo ftnb nott>tt>enbig bie Äoefftdenten ber gleichnamigen *|3otenjen 
*on x, auf beiben Seiten ber ©leic^ung einjeln einanber gleicty. 
*- Unb bie« gilt für jebe no$ fo grope 3^1 n. 

Denn, tx>are nity q - q', fo Hefe fiel) x n au$ ber (SHeiiJung flnben 
in einer na$ Jotcnjcn bon * fortlaufenben SRci^e bt* ju * n ~* |fo, nnb 
bann toare ba* Unenblt^' kleine ber n*« £)rbnung )ugleu$ ein Unenbltty» 
ftletne* einet niebrigetn Drbrnmg, torlc^e^ ein SBiberfprntfi tfh — ©&en fo 
befcefp jt# nun, baf au$ p = p', n. f. tt. f. fejm muffe. 

IL 3ji batyer x ünenbltdj Hein, fo folgt au« ber ©lei^ung 
A+B«x+C.**+D.xs-}-... « 
fogleic^ auc^ no# 

A.= 0, B = 0, C = 0, D = 0, ic. K. 

III. @nbli$ fiefyt man nod) leidbt ein, baf bie leiteten 
Steigungen 

A = 0, B = 0, C = 0, D = 0, k. K. 

au<$ bann no<$ ftatt finben muffen, wenn gegeben fetyn foöte 
bie (Steigung 

A+B.x*+Cx4-D.x*+... =. 0, 

wafyrenb 0<iu<v<p<: ic. unb x unenbli# flein ttorau«gefe|}t 
wirb. 

IV. 2)tefe SBafyrfyeiten fann man au# fo au«fore#en: 

3n ieber ©lei^ung, in welker bie ©lieber nad) bemganjen 
ober getrogenen aber pofltfoen Sßotenjen eine« UnenblicfcÄleinen 
(x) georbnet fmb, !ann man immer aDe ©lieber, toeld^e mit 
einet unb berfelben *ßotenj bep Unenbli<$ kleinen (x) 
affkirt finb, allein beibehalten, unb alle übrigen, mit fyöfyern 
ober niebrigern ^otenjen be* unenblic^ kleinen x afficirten 

VIIL 3 
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©Heber auf et 2td)t lajfen; immer §cd man bann eine richtige 
©leictyung, nämlid) eine ber in I., IL ober III. erhaltenen ®Uu 
jungen a = a', b = b', c = c', ic. ober A = 0, B = 0, 
C = 0, K. K. 

Slnmerfung. 2)iefer ttorftefyenbe *Paragrapf), unb nament* 
txä) bie eben in IV. gemalte 2iu$fage, ift bie ©runblage ber 
SRectynung mit Unenbli^ÄIeinen , b. t). ber fogenannten 3nftni* 
teflmal*$Red)nung, b.ty. ber Seibntfc'föen Differential 
9te#nung. SBKtteljl biefe« <Safce6 ift man überjeugt, bafj wenn 
man in ber ^ftotteftmal*9te$nung J>oI>ere *Potenjeu be$ Unenb* 
U<$* Steinen gegen niebrigere 5ßotc«jen beffelben auf er äfo&t läft, 
ni#t 3?a^erung^9lefultate entfielen, fonbern »oBfommen genau 
richtige. 

9Jon bem imaginären UnenbU# kleinen unb ©rofen iji 
no# 9£a$flel)enbe$ undjtig: 

3n jieber 3ö^lenglei^ung ( wo alfo beibe Reiten eine unb 
btefelbe 3al)l p+q-i auäbrücfen, bie entweber reell ijt (für 
q «= 0) ober imaginär) farm man, wenn a reell ift unb enblic^, 
x bagegen pofitto ober negatto unenbli$ Hein, 

1) flatt a-fx blojj f ^reiben a 

2) ftott a-f x«i blof fdjreibcu a 
unb 3) fiatt x+a«i bloß ^reiben a.i, 

wenn nur, inbem man flott x (treibt , fein« ber 3lu*btü(fe 
eine m ber Stetytung unjuj&fjtg* $orm annimmt. 

£>emt unter ber ledern SBorauSfefcung lagt ficfc jebe ©ette ber (3afyfctt> 
©letyting ha* ftetfienben unb pofttipen 3Mett$en Den » cuttetfrtn, fo tag 
jebe ©etie ber ©Iet$un0 bie gerat 

+fc(Qt+Qi-r*+Q t .ar'-fQj.n«+ — 

*tme$nteti »Itb. Die Ot&i^und fel*|t serfäHt bafytr mm (ti itoii (SCeitJwtgett 
*•* ber 0orm 

P +Pi«x*+P f *»H— = Pt'+Pi'**N-Pi'if+«- 
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«ab Q#+Qi*** +<?!•*"+••• = Q.'+Q,'-* M +<?,'•*"+.••$ 

«Hb btrfe ge$tn ffir * = ^ in P = P, v »nb Q = Q t ' übet, 

*ttyt man fofilri^ <ut$ erhalten $ab«i »firbe, »fitn man glety aaf&tylty 
(latt x gefegt fytttr. 

Damit fte^t aber in notfytoenbiger äJerbinbung: 3n fold&en 
(Steigungen, wo ba* reelle unb imaginäre Unenbli^ kleine 
(x ober x.i) gegen ba* Snbli^e auf et Slc^t gelaffen werben 
fann, fatm man au<$ 
A) gegen bad reelle Unenblicfc@rofe ±<x>, jebe enblidje reeBe 
ober imaginäre Saty a ober a-i auf er Sld&t lajfen; b. f). 
man fann fiatt ±oo+a unb au<$ fiatt ±ao-|-a # i Mof 
±oo föreiben; aber man fann aud) 
5) gegen ba* imaginäre Unenbti$ * ©rof e »on ber gotm 
±ao *i ba* entließe reelle ober imaginäre a ober a»i 
auf er 3l$t lafien, b. i>. mm fann ßatt a±cQ*i Mof* 
±oo • i (breiten. 



I> > »« H l » I ll 



3wctte 5lbt^eilung. 

S)iffercnttalr. 3ntf<|rale. (Bang ber rrrllf » 2Btri$r tincr 

gunfHan. 

§. 20. 
1) Unter 8F K Serben wir btejenige gunftion *on x, 

dF 

»el<$e bem Ctuotfenten -p ber pfammengt^otifttn unenWi^ 

Keinen 3nwac§fe *on x unb F x glei$ iji, b. fy. tteW&e ben 
SBertJ) biefe* Quotienten auÄbrücft. SBir nennen biefe gunftion 
8F X bie Ableitung ober ben (erften) SlfferentiafeÄoefflcfentett 
*on- F x nac$ x. 

2Bir gebrauten atfo ßet* bie runben 8 um (in 8F X ) bie 
Steige t)on Operationen ju bejeid&nen, welche mit einer Sunftion 
(F x ) vorgenommen werben muffen, um biefe neue gunftion 
(dF x ) ton x, ju erhalten. — dagegen gebrauten u>ir jlet* fle* 

3* 
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fyenbe d, wenn bur$ dx, dF unenbli<$ Heine 3uti>a$fe (2)iffe? 
rentialien) bejcid^net weiten fotten. 

2) SHBir bejeicfynftt bur<$ ß x *Ax ober /f«dx jebe gunf* 
tion g> x , beten Ableitung 9y x bet gunftion f x gleich ift 
ober beren unenblicty Heiner 3uwa#3 A<p, welcher ju bem wiu 
enblicty Keinen 3uwa$$ dx (son x) gebort, burc§ f^dx aufr 
gebrücft ftd) ftefyt. 

3) SBenn /f x «dx = qp x gefunben worben ifi, fo brüdt 
SPb— q>* bie Summe aller unenblidj sielen, unenbltcty Keinen 
Sßrobufte au«, welche au* f x -dx l)ett>orgeli>en , wenn man 

dx = -^- nimmt, babet n unenblidj groj? ft<$ benft, unb mm 

ftatt x (in f x ) nac$ unb na<§ alle, um biefeG unenbli<$* Heine 
dx wac^fenbe SBertfye fefct, Don x = a an bi$ ju x = b bin; 
fo oft namli<$ biefe Summe einen befiimmten enblit^en äBertl) 
$at. (»gl. IV, 3fy b. 6yfL b. 2Ratt>. $.161. b.). — 2>iefe SMffe* 
tenj ^b— ?a wirb *on un$ bur<$ / f • dx bejefd&net unb 

ein befiimmte*, „jwiföen ben ©renjen a unb b aon x gc* 
nommene*" 3ntegral genannt — (Später, wo wir einen Un* 

terföieb jwiföen y^f«dx unb /*f-dx machen muffen, nen* 

nen wir ba$ erjiere ein allgemein*be|Hmmte$, ba* (entere 
bagegen ein numerif<$*bejiimmte$. 

4) £er Söertlj t>on / (qpx»V*>dx liegt immer jwifd&en 

K./^i/Vdx unb G/^^x-dx, wenn K unb G bejöglic^ 

ber Heirtfle unb ber gr&fefie SBert^ von <p x ifi, unter allen SBet* 
tyen, wel^e bie gunftion g> x annimmt, wenn fiatt x na$ unb 
na$ alle fletig neben einanber liegenben SBertye gefefct werben, 
bie jwiffyn a unb b liegen, wenn nur tp x »on x = a an 
bi« x = b tyln fein SBorjei^en nic$t dnbert.b. f), fiet* 
pofitib ober flet* negativ bleibt*). 
(@. ty. V. b. @?ji. b. 2tfaty. 8. 238.). 

*) 3ft nämli<$ x itgtnb ein 3ttif$ett4EBerfy awifd^en a utrb'b, — ift 
Wbd V> x f* w ^•f«t^ # - (p ijt für feben Styrty ton x, ber |*iftyeft 
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5) Stimmt man tat Satjwt'föen Seljrfafr in tiefet Sonn an 



••• 



(x— aV 1 - 1 

»o y«, 8y«, 9*y ttf k. w. ba* Meuten, »a* au* y*, 8y», 
9 3 y x tyroottfty , wenn man a jtatt x fctyteibt, fo finbet ft<$ 
(nac^. V. be* 6yfL b. Waty. «. 236.), ba* grgÄnjungaglieb 

folglich liegt (na<$ 5Rc. 4.) 

E, jwiföen K» (x ~1^ ut» C <x ~ a) " 



n! — n! ' 

wenn K unb G t>et fteinße tmfc gtöfte SBetty »on ö»y x ifl, 
»on x = a an bi* ju x = x fyin; — ober rt liegt (efcen* 
fand na# 9it. 4. , 'wenn man He gaftoten »ertauftfct) 

ttenn K, unb 6, be)ügli$ bet fleinfte unb gt&fejie 393ertt> *on 
(x— z)»- 1 tji, Don z = a an bi* ju z = x l)in, unb 
wenn nod) S -^ fcon x = a an bift ju x = x fyin 
ftete einerlei SBot&eid&en behalt, b. t). fiete ^of itit> ifl, 
ober flet* negativ bleibt. 

®e|t man a = 0, fo ^at man ben gemeinen Stada u* 
rtn'f<^£e1pfaft; — fefet man aber h fiatt x— a qber a+h fiatt 
x, unb julefct x fiatt a, fo fyat man ben JXa^lor'föen 2elp 
fafr, jleben mit bem (»on Sagtange juetfi beftimmten) Srgän* 
jungSgliebe. — (»gl. V. £1). b. «tfi. b. Wabern. SS. 239. 240.). 

a «ob b Hegt, allemal y x «V x *dx>K.i// x .dx / aber <G^ x »'dx; unb 
*a$er ift an$ btc Gnntme aller y x «W dx f* eW gfbjet alt feie ©itmmc 
äffet K*v^ z *dx (b. $. gr&fer alt K*/ iM*), «*e* *W*** alt bi* 

©«mau aller G-v x »dx (b. }. fleinet alt G«/ Vv •<**)• — Sttaloget, 

b I E 

»um t/» x ftett ttegaKb iß. 
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*. 21. 

2)ie reellen SBertye einet gunftion t warfen fteti^ mit 
ben reellen SBertfyen bpn x auflief, fo lange für leitete ber 

2>ifferentiaWfoefflcieni Öf x (ober ^A pofltiv ift ; bagegen nefy* 

men bie erfterpt fleug ab^ tofltyrotb bie lederen fletig mtyen, 
fo lange 8f x negativ wirb; enblidj ba wo bie 8Bertl)e von 
öf x bei fletig wa$fenb gebauten reellen SBertlpn von x, vom 

fc} »- fctr} *•*-. * •*■ * «** 

gen reellen SBerttye von f x and bem 3uftonbe be* ftetigen 

an betfelben <5te0e liegt batm ein (©genannt« {£.!** } Sßerty 

von f x (ein Jf^Sw)' Wettn ni< ** fjt an blefet 6tcHe 
iljre ®tetigfelt unterbricht, b. $. toenn ni<$t bie gunftion 
f x für biefen SBertl) von 1 x eine JRed&nungeform tvirb, toelcfc 
im Äalfat ni$t mefyr juWfflg ift (alfo j. ©. 0% tva^renb a 

negativ ober 9tull Iß, 'ober -jr, logO, ober bgl.), ober vom 

9ieellen jum 3maginfiren übergebt *). < 

SB&tyrenb aber bie reellen SBerttye von x fletig n>a$fenb 
gebaut werben, Wimen bie zugehörigen SBertfye einer gunftion 
f x aUe reell, ober alle imaginär, ober abn>e$febtb reell unb 



*) #a$ älteren Bnfttyen untertritt emc gunfftfon föon an lebet 
feie)« Gieße ibre ©tetiflfeit, too fte *om BtttUtn jum 3ma0fnären, ober 
»0tn 3mag{naren jum Reellen übergebt. 9to($ nnferen unb ben neueren Bit- 

ftyten mnf man über annehmen , baf }. 8. V&-x nie tyre ©tetfefett im* 
terbrity, obgleich fie für x - a Dom Reellen *um Smagin&ren übergebt; 

tofyrenb bei bet gunftton , für x =& a allerbing* eine Unter* 

ya-x 

bretfrung ber ^Iteiigfeit ftettftabct. — ffiif bitten nnfere gmetgten Sefet bar» 
auf befonbert §n ö$ten. 
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{dteeüen \ 
3maainätenj itt ben 

•* fcr i ««■•* 

8lOe bie SBertfye »on x, für welche fol#e Uebergänge ber 
gunftion f x fcom 3Ba$fen jum abnehmen j ober »om Slbne^ 
mm jum 3Ba#fen, ober »om 9teeHen jum 3maginären, ober 
t>om 3maginären jum Steellen flatt fmben, ergeben ji<$ aber, 
toenn man entweber f x felbjl, ober bie in f x toorfommenben 
Weimer, 2)ignanben unb Sogaritfymanben *) einjeln ber 9?uH 
gleich fefct, — au* biefen Steigungen bie jugefyorigen 2Bert!)e &on 
x ftnbet, unb für jeben einjelnen a biefer äBertfye prüft, ob bie 
gunftion f x an biefer ©teile überhaupt einen biefer Uebergänge 
$at unb welken? — unb jtoar baburc§, bajj man bie SBertlje f«_* 
unb f«-i_H bireft mit einanber &ergtei<$t, jur 5Bergteic§ung aber 
fa+u m eine na$ jieigenben (ganjen ober gebrochenen, pojtttoen) 
Sßotenjen be* unenblic^ Hein gebauten x enttoicfelt. 

£inftd&tlic§ ber 3ufammenftettung folget Snttoidelungen unb 
ber?ef)ren *>on betf unenblidjen Steigen überhaupt, betraute man 
nun bie nä$jie erfte äbfyanbhmg be* gegenwärtigen 93anbe*. 



*) 3» ber Statut} a b $et§t a ber Qtgnanb; in bem Sogaritymen 
hg*, nennen »ir a ben fcoflarittymanben. 



5lftf$ unb SJteueS uon ben unmblid)m ^fi^fit. 



(Stjh* £apite(. 

Gnttotddtttigen in nntttbli$e ftctyen. 

1) (Sine algebraiföe Summe von imenblid) vielen ©lie* 
betn, bie bi* in$ Unmblic^e na<$ einem imb bemfelben ©efefte 
fortf freiten, würbe eine unenbli<$e Steige genannt 

2) 2)a6 ©efefc, na<$ »eifern feie ©liebet berfetben bid in« 
Unenblid^e fortf breiten , ifi enttvebet tefurrent gegeben, ober 
inbepenbent; tefurrent wirb e* genannt, »erat mittelft 
bejfelben bie folgenben ©liebet ber Steige au* einem, mehreren 
ober allen vorfyergefyenben ©Hebern benimmt »erben; inbepen* 
beut fyeijjt tf, tvemt eine gunftfon von n gegeben wirb, welche 
ba* n tf ©lieb ber SReifye vorteilt , fo baf man auf er ber Orb* 
nung iebe* ©lieb für ft<$ unb unabhängig von jcbem anbern 
angeben fann. 

8nmetf. i. SRan fann fic$ bie Aufgaben jieUen : a) wenn 
ein refurrente* ©efefc be* gortfäreiten* einet unenblid)en Steige 
gegeben iß, barau* ifyr inbepenbente* ©efefe ju finbenj unb b) 
au* bem gegebenen inbepenbenten ©efefte btf gortföreiten* ein 
refurrenteS ©efefc Ijerjuleiten. 

m* im IL 3$. b. ©9fr. §. 601. eine wtenblitfe Äti^e 
f x = A+AjX+AaX^+A.xH — 
drfttc^t tomtbe, fcttye bie OHgenf^aft fort, baf 

toixb, - ba faitb P<& mtttclfr ber *Rct$obe ber «nbtjHmtntm JfoefjWentfn, 
ba* refnrretttf töefrfc 

n.A n = A 1 ^ 
für jebt $attje 341 n gftltig. 3nbt« man wm in liefet Wetynitg flau n 
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nadj» Hüb »a* 1, 2, 3, — n-1, n ft|tc nnfc aflt kic fittjW&mfcttt ®lci- 
$u»aett mit rinanbrr ntuIHpUcirte, ergab |ty ba« inbtptnbmte ©tfefc 



A -5! 

n a j 



tnbem man bat erfre» Jtoefjietenten A, »älfttyrlty annahm nnb = c fe|U. 
«in anbete* SRal »ar ber bütoraiföe Sebrfa» bnrtj ein in behübe n- 
teö ©efe$ gegeben, nämlty 



(Ä+ br = s[2^- 1 .a m -v] * } 5 



um nun barau* ein refnrrente* ©efe* abzuleiten, fann man fn biefem 
allgemeinen (bt») ©Hebt flatt b juerjr n, bann an« frati B bte 3a*l 
n+i fefren «nb man erhalt, »ennj T n nnb T n+1 ba* n* wtb (n+t)«* 
©Heb ber SüwmiaWRetyc »crfreHe», 



m n|--l 



T n+1 = 1 ,,,. .a m - n -V+ x . 



nnb 

ÖH4)T 

Dfrtbirt man nun biefe beiben ©letcfrungen bur* etnanber, fu erhalt man 
bte ©lri$nng 

T m-n b «, 

al* ein refurrente* ©efe* ber »inomialrribe, na* toetyem jebe* folgenbe 
n+1* ©lieb beTfelben (namli* T n+1 ) au* bem »or$erge$enben n*« ©liebe 
berfelben (namlidfr T b ) gefnnben feirb. 

gaffen ttrir ba$ testete SBerfafyren allgemeiner auf, fo erteilt, 
baj*, »erat ba$ x* OHeb T x einer SRet^e befannt ifi, alfo il)t 
inbepenbente* ®efefr, mpn ft# barat ©lei<$ungen, wie 

T x = a, T x _i = b, T x _ 2 = c, u. f. xo. 

in beliebiger Slnjafyl *erf<$affen fann, unb baf bann iebe j?om* 



*) ffiegen ber ^ejefabnung fefce man ftet* bte Einleitung unb bte tto» 
rebe na*. — SBtr f*reiben bier bauftg jhttt einer unenbli*en ffietye ibr all- 
gemeine* ©Heb mit bem »orgefefcten S alt 3ei$en ber Summe. 3n bem 
allgemeinen ©liebe bebenkn immer bie Keinen beutf*en $uty{taben 
na* unb na* O r 1, 2, 3 . nnb: alle ?ofiti»en ganzen 3ajlen. 
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binafion btefer @Ief jungen , namentlich atfo au#. jebe (Slimina* 
tion irgend eine« ober mehrerer ber in ifynen vorfommenben ge* 
«emf<$aftli<$en 2lu*brücfe, ju einer @tei<$ung jtt)if^en T x , 
T x _i, T^ 2 , ic. k. fuhren wirb, b. ty. ju einem refurrenten 
©efefce berfelben unenbltdjen 9leif)e, burety weicht* ba* x* ©Heb 
biefer Setye (T x ) in ba* (x-l) te unb (x-2) tc k. ic. ©lieb 
berfelben Steige auftgebrüdt ftdj fte^t. 

$af*t man aber bie elftere Aufgabe (a) allgemein auf, fo 
ift fte feine anbete alä: wenn man von einer gunftion T s eine 
@igenf$aft fennt, unb jwar eine ©leid&ung jwifctyen T x , T x _i, 
T x _ 2 , k. ic, — barau* bie gunltion T x felbjl ju ftnben. — 
Sßare biefe ©leicfcung, ftatt jwtföen T x , T x _i, T x _,, k. (b. I). 
jlatt jwiföm aßertyen von T x , bie ju äBerttyen von x geboren, 
welche um ttwa& enblictye«, nämlicfy um 1 von einanber ver* 
Rieben ftnb) gegeben ju feyn, jwiftyen T x , T XÄdx , T^*.^, %c. 
(b. f). jwifctyen folgen aBertyen von T x , wel#e ju näd&fi auf 
einanber folgenben 2Bertl)en von x geboten) gegeben, fo würbe 
Sie ©lei<$ung eine fogenannte Differentialgleichung fetju 
unb bie3ntegration berfelben würbe bann bie verlangte gunf* 
tion T x liefern, — 6o wie jte aber i)ier vorfommt, gebort bie 
@(ei$ung ju benen, welche wir in ber nac^ften {Weiten Sibtfyek 
lung biefe* 93anbe* unter bem tarnen ber „enblic^en !Differen* 
jen*@lei<$ungen" in ^Betrachtung jic^en werben, unb e* wirb 
ein @efc$dft ba eben am angeführten Orte ju lefyrenben „enb* 
li#en Summen4Re<$nung" (ober „enblictyen 3ntegral4Re<$nung") 
fe^n, au« einer folgen ©lei^ung bie gunftion T x felbfl wirflic# 
fyerjuflellen. « 

Slnmerf. 2. Unenblt$e Steigen, beren refurrente* ©efty 
but<$ eine lineare ©lei$ung, b. t). burety eine §Hei$ung (jwi* 
föen ben «ftoefficiehten An, A n _i, A„-2, ••• A n _ m ber föetye) 
von ber gorm 

b o • An+b 1 * An-i+b 2 # A n -8+ ••• +b m • A n -m « Kn 

au*gebrücft ifT(mittelji welker ba* n* ©lieb A„ in* bie vor* 
tyergetyenben ©lieber A B _i, A n _ 2 , ••• MB ju A n _ m Jjin aufc 
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gebrü* fi<| fielet, werben in ber ©eföid&te \a SMottyroatif te* 
furrirenbc »eiljen genannt (6. II. 3$. b. ©. 8. 568.) unb . 
fte ^aben tyre ^Benennung offenbar befttyalb erhalten, tocU man 
bajumal ber irrigen 3lnft$t war, ba|j biefe Keinen e* aBeht 
fmb , bie fldj eine« refurrentcn $ortfd)reitung«#® efefce« tyrer @Kc* 
ber erfreuen. 3)iefe letztgenannten Steigen jtnb bie (Sntroidelut* 
gen sott gebrochenen gunttionen von ber ftorm 

JL H^i^i'" P l+ki*+MM— * - 

q 'l +ax +bx a ' "q"" l+ax+bx*+cx« ' U- 1# W * ! ' 

na# jieigenben unb ganjen *ßotenjen *on x. — Die einfache 
berfelben iji bie (Sntwidelung ber einfachen tiefer gebrochenen 

n 1 

gunftionen, nämii$ t>on — 'iX~5 ^ c ^ at *** "W^wnte 

©efefc C n+ i+a.C„ = ober C n+1 = -a.C n ifyrer tfoeffU 
cienten C lf C 2 , C z , C 4 , ic; bie« refurrente ©efefc Uft fic$ 
augenblicfllcty in ein ;nbepenbente« serwanbeln, wenn man in 
ber tefctem gorm tiefer ©leictyung ftatt n nac$ unb na$ 
0, 1, 2, 3 ••• n— 1 fefct, alle ©lei^ungen mit einanber multi* 

plicirt unb julefrt baran benft, baf c o = -~ if%> man erlitt 

batm 

C n - (-l)".a*.-|, 

wobur$ ber n te Äotfftcient C n unabhängig »on jebem anbern 

aufgebraßt ijt 

1+k x 
SBeil man aber ben S3ru<$ *) .^T' , in bie Summe 

i-t"ax-[-Dx 

A B 

+T-r-r- ber beiben einf a$m 5ßartialbrüc$e umformen 



1+ax ' 1+tf* 

form, fo ijl bie au« ^i^i^i fyetioorgetyenbe rehtrti* 

# ) 3ft Ä&grmetaen Hemmungen gebebt rf bänffe, bag allgemeine £« o- 
Herten, 33rüdbc genannt »erben. Diefe Sicen) gebrauten <w<J toir frier, 
obötc(d) mir an geeigneter ©teile ben 93 tu 4> bom Quotienten »efeutlty 
nnterf^etben« 
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t 

renke Äeityt glci$ ker @umme tot au» km ^Wbrü<$m 

^ • j^— + 5^ • Yjjf tyettorgetyenken Sieben. Slkkirt man 

ka&er kie gefundenen unabhängigen Äoefftcienten »on x n in km 
bciken {cfctettt Steigen, (o fyat man audj ka* inkepenkente 
©rjefc ker eiferen Steige. 

©erake fo fefet fi$ aber ka» inkepenkente ®efe& &er an» 

luTJub »Jl^ » tyerfcorgetyenken fogenannten refurrirenken 

Steige gufammen kur$ Slkkttion bcx Äoefftcienten von x n ker 
km Seiten, in wel<$e kie 3 einfachen *ßartialbrii<$e ke» gege* 
beneu SJrudfc» entwitfelt werben tonnen, wefa$e lederen t>on ker 

ABC 

gorm rr— -+i-rr + ri — ftyn werken. 

U. f. w. f. — 2Ran ftetyt alfo wie e» möglich iji für ieke 
tiefer fogenannten refurrirenken Stetem auc$ ka» inkepen* 
kente ©efefc itjre« gortfd&reiten» jn ftnken. 

*. 2. 

Unter ker (Sntwicfelung eine» allgemeinen unk ge* 
gebenen &u*krucf» F in eine Steige, t>erjletyt man kie 
(inturicfelung einer Steige, welche kern gegebenen Slu»krucf F 
gleich i% (3JgL %. 560. k. IL 3$. k. ©.). 

3u kiefer (ErflAnmg muf aber folgenke tfrlÄuterung fytnju* 
gefügt werken. 9to# kern I. ty. k. ®. fmk §wei 8lu»krütfe 
einanker gleich, wenn beike, na$kem fte auf kiefelbe SBeife 
unk fo operirt werken, kaf alle infcireften Operationen 
seilen wegfallen, julefrt einen unk kenfelben 3lu»kru<f 
liefern*). JDiefer aHgemeinfte (S^arafter ker ©leid&ung fe$t, 



*) 3» birfem ©ton* (jr 

*clf frier ber leibest ftatbrfcfe Iinfd unb re*W bc» (iHrfftyeitdtetyen*» fcttm 
rr mit 3 poten)trft »irb, ein itnb bnffelbc SReftrltot, nämli<$ 1 liefert. — XHcfe 
fWetynng ift aber eine tiMonfranbige (nnbottfimmettt), tteü ber SfoGbrnd 
linf* breiSBertbe tat, ber jttr Ärzten aber nur einen obrrWfrent )»ei. 
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»enn ber eine bfefer Shtöbrätf e eine 9iet^e iji, toorau*, baf man 
mit Steigen na<$ bejiimmten ©efefcen operiren forme. SBenn bie* 
nun au<$ in fo ferne leinen 3weifel erieibet , aW bie Steigen 
i^rer Definition jufolge genau wie afgebraifd&e (Summen behalt* 
belt »erben muffen, fo fann man bo<$, wenn ba* Otbnen bet 
JRefuttate nid)t entfäieben fcorgefd&rieben ifl, möglicher weife 
für ein unb bajfelbe SRefultat t>erfd)iebene $ortf<$reitung**®efefce 
erhalten, je na$bem man fo ober anber* orbnet. 

iDafyer »erlangen wir ate erfte* (Srforbernifl , wenn mit einer 
unenblittyen Steige al« fol<$er foU ftdjer „ geregnet u »erben 
Tonnen, baf jte bie gorm einer algebraifä)en rationalen ganjen 
gunftion eine« ($ortf#reitung*093ud)ftoben* (x) aber fcom um 
enblicfcen ®rabe, fyabe, ober bod) auf eine feiere §orm gebraut 
»erben forate*). — 3n ifyr toirb »enigjien* ber gortfd&reitungS* 



3n tiefem (Sinne iji an# 

-^-L- = i+x|x J +x J +x 4 + in inf., 

fo lange itut x gati) allgemein, ganj inbaltlo* b. (• M ein blojer Präger 
ber Dperattontjeieben gelabt &irb, — eine riebtige ©letyung, »eil, toenn 
man linf* nnb re<$t* mit 1-x multtylicirt, linfe bie (Einbeit, re$t* aber 
bie (Einheit unb no$ jnm o$ne ®nbe fortlaufenbe SRefyen toon ©Hebern 
erflehten, bie fi$ obne tfnbe fürt »ernsten, in fo ferne nur bann ein 
©Heb übrig bleiben würbe, Kenn man bieffletye abgebrochen, alfo nicjtnte^r 
ol* unenbluje IReibe ftcji backte. 

*) ©e$t man in ber fflefte 

A +A,.x+A a oc 9 +Aa«x'+... 
.in in 

— ober y n , ober v » ßatt x, fo erhalt man Ketyen, bie naej «t- 

ms 

gatfoen gangen 5)otenjett *on z, ober nacb pofittaen ober negativen gebroche- 
nen SJotenjen *on y ober v fortlaufen. Shttb befommt man ftyon SRetben, 
bie naeb gebrochenen 9oten^en fortlaufen, fobalb man nur bie »orltegenbe 

mit x v multtylictrt, too — pofttfo ober negativ gebrochen gebaut ifh 

— Aber et iß febetmal lei$t , foldfre Reiben auf tyre urfprüngliibe ©eftalt 
j?ieber*jurüc!jufü^rem 
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33u<$ftobe (x) ganj allgemein, ganj inhaltlos, b. ^ al* Hof et 
Stäget ber Operationsteilen wtauftgefefet *). 

S. 3. 

gut folcfye allgemeine, na$ ganzen ^otenjen itgenb eine* 
ganj allgemeinen Stäget* x fortlaufende Keinen f)at man aber 
bie na^ftefyenben <3äfce: 

1) ®inb jtoei folc^e Steigen einanber glet#, fo muffen bie 
Äoefftcienten tytet gleichnamigen *ßotenjen einjeln einanber 
gleich fetyn. 

2) 3fl eine folcfce Steige ibentifö 0, fo muf lebet einjelne 
ifyrer Äoefftdenten ber ÄuH gleich fe^n. 

Dtefe beiben ©äfce »urben (©. §. 425. unb §. 559. be* II. 3$. b. ©.) 
inerfrton ben gangen Snnftionen ton x beriefen, «o* »etyem befümm» 
ttn ©rabe fie an$ fe$n mögen; bann aber anf bie unenbltyen Steigen au*- 
gebebt. — ' $>er $efeei* i|* aber für btn ganj tiberfföfftg, toeltfcer fi$ genau 
an bie im tot&ergebenben Jtaragraptyen »iebet^olte Definition ber ©letyung 
&alt, tottyt bie einige i|t, bie in allen Säuen bie ridfrtfge, »el$e alfo ben 
allgemeinen begriff ber ©letyung in {t$ f$lie§t, toenn man nur noty 
»ollfommene ©Ietyungen (beren beibe leiten unbebingt für einanber ge- 
fegt »erben fonnen, überall fco man „rennet") »on ben unoollfomme* 
ne» mtterföeibet 

S)atau* folgen aber no$ bie widrigen 6d$e: 

3) SBenn ein einbeutiget 2lu6bru(f f x auf noefc fo Dielen 
verriebenen SSegen in eine na$ ßeigenben Jßotenjen von x 
fortlaufenbe 9lri^e vetroanbett tootben iji , fo l)at man bo$ iebefc 
mal genau eine unb biefelbe Steige gefunben, fo bafj bie einzelnen 
Äoefftdenten genau biefelben fetyn muffen. 



*) <g* »erßcbt fic$, bafi man an bie einzelnen ©Hebet einer {eben un* 
enblufcen ffiei&e 

A i +A,+A a +A,+ »" 
fetye $oten$en ton x anhängen fann, fo baf biefe anbete 

A +A,x+A,x*+A a x 3 +"» 

baran* »irb. £at bann bie erßere einen 2£er$, fo ijt folget ber SBerfy, 
ben ledere für x = 1 annimmt 

VIII. 4 
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4) 3# aber ber entoitfeüe Shiftbnuf t mefyrbeutig, fo famt 
jebc tiefer <£itftt>t<fehmgen einem anberat feinet SBettlp juge* 
fyören. 3f* iebo<$ jefce tiefer Steigen eben fo rielbeutig ate ber 
Stiftbrutf felbfi, fo baf jeber einzelne SBerty (b. \). gorm) ber 
Steige, audj jebtfmal einem einzelnen SBertlp be* Shtöbrucf* f x 
entftmdjt, fo ftnb bie Seifyen felbfl ttieberum einanber soll* 
fommen gleich imb batyer and) in iljren einjetnen £oef$teienten 
nid?t mefyr *on einanber verföieben, nur baf (entere ebenfalls 
mefyrbeutige 9u6brucfe feipn fönnen unb fcDn werben. 

8. 4. 

3>te ©Innungen (II; 3^. b. €. J. 672.) 



X . X* . X» . X* 



1) e* = l+y+2j + ^j + ^j+ in inf. 

2) ^= l+^ + ^Jll+^^ + ininf. 



X* . X» X* 



3) Smx = X -3T + 5T — 77+ in inf - 

4) Cnx = 1-^ + ^-^+*!- in inf. 

ftnb iebo$ feine (Snttoicfehtngen ber enblitben SUtöbrucfe 
gnr ?infen, fonbern Definitionen ber 3"$cn e*, a x , Sfnx, 
Cosx. 

SBh [^reiben biefelben 4 Gleichungen na$ tmfercr 9egei$* 
sungfioetfe m$ fo- 

,) «.-.[*] s 2) *-.[*<£* ], 

3) ^ = S[(-D-^]; 

4) fi- = s[(-l).. ( -gj, 

wobunfc bie Steüjen »oUßänbtger imb gugltic^ bequemer auftge« 
britdt ftnb. 
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Dagegen ift bic ®lei<$ung. 

5) %(l+x) = (%l)+x-ix'+ix«-4x«+ in inf. 

b. $. %(l+x) = %1+S [(-l)a.^] 

ritte (Sntwitfeiung (unb guglei# eine aolifommene ©lei* 
$ung, wa$ fte nic^t mefyr ifi, wetm man red)W jiatt log 1 einen 
eingigen feinet: unenbüd) fielen SBert^e fe&t, etwa bert SBerty 
SttuK); ba %(l+x) ber Definition jufolge jeben 9to$brucf 
z sorftetlt, welket e B = 1+x mafy, bie JRetye gut Steckten 
aber, wenn fte nur ol)ne (Snbe fort genommen unb ni<$t afe 
gebrochen wirb, biefer Sebingung »otffidnbig genügt, wdfyrenb 
x tt&Hig inl)att$lo$ b. I). ganj allgemein gebaut wirb. 

(@. IL 2fy b. ©. S. 663.). 

' @ben fo iß ber binomif$e 2el)rfa& 

6) (1+x) 1 = l B *(l+z 1 *x+z a .x J +z 8 .x 8 +z 4 .x 4 +..0, 
tt>o allgemein (für iebe ganje poftttoe 3^1 n) 



z n = 



_ z^; _ z(z-l)(z-2) •■• (z-n+1) 
n! 1«2«3 • • • n 



gebaut tt)irb r — tiefer binomif^e Seljrfafc alfo ift eine (Snt* 
wtcfelung, welche aus ber Definition ber *ßotenj (1+x)* 
b. I). au6 ber Steige 

1+ «^r(l-HD + .'.[%(l+»)P + in inf . 

baburd) fyeroorgefyt, bajj man fiatt log (1+x) if)xt (Sntwide* 
fang (au$ 5.) fubjlituirt, unb baö wa* man nun Ijat, nati) ben 
fteigenben 5ßotenjen fcon x orbnet. — Die Oieic^ung 6.). ifk 
übrigen* eine soUfidnbige (DoBfommene) ©iei#ung$ fte wirb 
unfcolljidnbig (wwolttommen), fobalb rechte jiatt 1* ein beßimm* 
ter feiner unenblicty fielen SBertlje gefegt wirb, ttxoa ber SBertl) 1.. 
2lu$ biefem binomifdjen Sefyrfafce 6.), ber audf fo geförtt' 
ben werben fatm 

6) (1+x)» =* f.S [^-**] 

4» 
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entwtdelt ft$ nun leitet bei* poltynomifiJ&e gefytfafc, nämlidj 
(tt>etm a , a lr a t , a 3f k. k. gan$ beliebige 2lu$brit(fe *or* 
Pellen) 
7) (a +a 1 -x+a*.xM-a 3 .x 3 +...) z 

= S rK.a 2 - b| -**---*«.(a I )* , -(a 2 ) H -(a»)* tt Xx tt "| f 

L *i+2& a +86s-4-...|i* B = n J f 

m K ^ (b t )!(M!...(M l- ***>• 
(Sgl. II. 3$. >. @. 8. 686). 

*) Wart bemerfe: 

«) Die ffietye re#W iß eine »nenbli<$e, freit flatt be« bentf^en 
5Bo^pabrn n, fotoobl SJtofl al* an<$ jebc poftHüe gange 3<t$l gefegt toerben 
mufc; — nnb wenn man jtatt n feine ÜBett^e in ü)rer Drbnung fegt, fo 
gebt bie SRetbe naä) gangen po|ttfoen nnb fteigenben Stengen von x fort. 

/J) gür febe BefHmmte gange pofitfoe ßa^l, bic man ftatt n gefegt 
bat, fuä)e man alle gufammengef>origen Söerfye ber beutf^en 33u<$|*aben 
fei, b 2 , ••• b n , »>el<be bet SBebtngungflgleicfcung 

b,+2b 4 +3b a +...+nb ll = n 

genügen/ fubjKtuire bann biefe gnfammengebo'rigett SEBertye nadjf nnb na<$ in 
ba$ atigemeine ©lieb ber $etye, abbire bie entjfr$enben ©lieber nnb matt 

bat ba« mit x" affkirte ©lieb, für biefen befHmmten ffiertb »on n. 

9etra<bten toir ben befonbem Sali, fco ba$ mit x 4 afpeirte ©lieb ber 
Gnttoiäelnng »on 

l+ax+bx'+cx' **• *°» (l-W-taWr 1 

gefnnben »erben fofl, fo ge$t bie obige ©lei^ung 7.) guna$fr über in 

_ r/_*\«-i-&-K 
(1+ax+bxHcx 8 )- 1 = S 



l a+2M-ic == n J 



in fo ferne (-f)«****!- 1 = (-O'+^.fa+b+c)! i(l (na* pag. 9. Hn- 
merfg. b. II. 2$. b. <©.); &ierna<b ift ber Äoeffigient be* mit x* afpgirten 
©liebe« biefer SRttyt gur Sterten 

(5)- = ah-i)^.&£®L.*.bK* 1 

[ «4-2.6+3.C ss J 
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WebrigenG iß fyiet no<$ ju bemetfen, ba{5 bie unenblidjen 
Steigen in aüen 7 Stummem (1-— 7.) bw$ tyr inbepenbented 
©efefc auägebrücft ftnb , fo bafl iebe* ©lieb berfelben unabhängig 
»Ott jcbem anbeten beliebig aufer ber 9tetye gefunben wer* 
ben fann. * 

8. 5. 

©ttblidj fyaben wir jur (Sntwictelung in Steigen ben SWac* 

laurin'fctyen Jfcljrfafc, nad) weitem 

. '■] 

ober 



i. t-8[«.r..5-;i 



H. fx = s [ 8af ^ (x a r )a ] 

ifi, fobalb 8 4 f , 8 a f« bejüglity ba* bebeutcn, wa* au« 8«f* 
Wirt, wenn man ober a jiatt x föteibt. (Sgl SS- 13. 14. 
b. HI. 3$. b. StfL unb $. 103. be* IV. £$.)• 

SBtr nennen ben erjiern @afc (I.) ben gemeinen, ben an* 
bent (IL) ben allgemeineren SJfaclaurin'föen ?efyrfafc. 

Unb wenn aud) bie na# x fortlaufenbe SReilje für f xr Slu«* 



Um nun triefen Äoeffictenten enttoiefelt ^erjujhnen, mufj man *una# alle 
SBertbe »on a, b, c futyen, toetye unb pofttiftt ganje 3a$len ßnb, 
snb t»el#e ber QHetyung 

a+2.b+3-c = 4 

Stnußcn. SRan ftnbet (na<$ $. 377. b. II. 2$. b. ©.) 

a, b, c 



4, 


o, 





2, 


i, 





o, 


2, 





1, 


0, 


1 



£>tefe S&ertye werben nun m$ unb na# in ($) Patt a, b, c fubfküutr^ 
unb babutcfc erhalt man bie 4 ©liebet 

a 4 -3a*b+b»+2ac, 

»tlc^e ben gefugten Äoeffkienten aon x* bilben. 
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ttütymSYoeife gebrochene Sßotenjen in ftdj aufnimmt, fo liefert We 
gorrael L bo$ fo lange bie rid^tigen ©lieber ber (Sntwicfelung, 
al* ber «uSbrucf 8*f no# einen bejiimmten SBertlj annimmt, 

unb hidjt eine im Äalful unjulafftge ftorm -tt, logO, ober 

bergl. (Sgl. V. $$. b. 6#. 88- 100. 101.). 

Obgleich enbli$ ber 2Raclaurtn'f#e Sefyrfafr (I. II.) jur 
allgemeinen (Sntwicfelung in Steigen angewanbt, in ber Siegel 
fefyr bebeutenbe 9tec$mmgen erforbert, fo fyaben wir boc§ (im 
Uten Kapitel be$ V. Sfy b. ©tyji.), ba tt>o au* iljm bie 3$a* 
riation$rec$mmg abgeleitet würbe, einen fyod)fi wichtigen unb 
vielumfaffenben gall na<$gewiefen , wo feine 2lftwenbung ju neuen 
©efefcen ber biretten (Sntwttfelung in Meißen fuhren fanrt 2lu£er 
ben Seifoielen ber erfolgreichen Slnwenbung biefeä Safte«, welche 
namentlich audj im IV. X\). b. @. pag. 7. u. 9. ju ftnben fmb, 
wollen wir tyier in ben ndc^ften Paragraphen nodj einen anbern 
umfaffenberen $aH nactyweifen *). 

8. 6. 

üRan foll VV * n e i ne m $ x fortlaufenbe Steige ent* 
witfeln, waljrenb y gegeben iji in x (unb in a) burd) bie 
©leid&ung 

(0)- y = F a +*.* y 

unter ber SBorau&fefcung , baß xp, F unb q> beliebig gegebene 
gunftionen (3ufammenfeftung6formen) fmb. 



*) Diefer SWaclaurin'föe 2e$tfa& I- oUxlh gilt, fo lange feine Äoef* 
Petenten nity Sonnen aufnehmen, »el<$e in ber ffiedfrnung unjutäfjtg fmb 

l-Qt hg®* 0°, ober bergl.) ganj allgemein, b. J. au$ bann, wenn x 

gan) inhaltlos, al$ ein Moger Präger be* Operationsteilen gebaut toitb, 
unb niefct blo§ (»ie <Eau$9 unb feine Hntyänger meinen) »enn bie unenb- 
licie&etye com>efgenf i(t. Die galle, »elcfce (Saug? anführt, unb in benen 
er ni$t gelten foll, be&eifen nie$W, ba bie bon (Jau<$o nadtgetoiefenen 2Bi- 
berf»ru$e anbeten geilem be* Gau $9 $r Dafetn »erbanfen. (Sergt. bie 
ftote su pag. 21. be* „(Seift ber X>iff.- u. 3ntegr.*9te$nung. (Erlangen. 1846.) 



r 
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2>er. aJUclaurin'fcfce&ljrfafrCL) giebt bie eihjefoen Äoef* 
dienten tiefer Steige unmittelbar, inbeur man n&m(i$ if> f 8 V(x> 
8*V<*>r 8 3 tft x) ,*) * c - w. entoidelt, unb in tiefen Aufcbrüefcn 
Süll ftatt x fefrt. 3u flieget 3eit ereilet, baf biefe ÄoeffU 
gierten gunftionen t>on a fetyn weiten. 

«ffommt man nun auf bie 3bee, biefe Ableitungen na<$ x } 
foglridj in Ableitungen na$ a autyubritcfen, fo wirb man bie % 
@leu$ung (0) na$ x unb na<$ a bifferetqiiren, um 8y x in . 
9y* auGgebrutft )u erhalten. Die« giebt, wenn a+x*9V = * 
gefefct wirb, 

1) »y w = ÖF t .(94-x.ö()p y .Oy (x) ) 

2) »y w = ÖFf(l+x-8?> y -9y(a)). 

2)toibirt man biefe 9tefuttate bur$ einanber, um OF t ju üu 
mintren, fo ftnbet fi$ fogletc^ 

3) 8y (x) = <Ty'8y ( a> 

Sßeil aber für iebe beliebige gunftion U y allemal 

4) 8U (X) = 8U y .8y (x) unb 5) 8U (a) = 8U y .8y ( a) 

ijt, fo ftnbet biefelbe @lei<$ung (3.) au<$ no$ jiatt, »erat an 
bie ©teile ber Ableitungen *on y (nadj x unb naety a) bie Ab* 
leitungen einer beliebigen gunftion U y aon y gefegt werten, 
fo baf man tyat 

6) 8U (X) = «p y -8U (ft ) 

unb bafyer namentlich auty 

7) 8*// (x) = 9>y*8^(a), 



*) SBiT ftyrtiben 8i^ (Jt)f &V (X )f «• Je unb (fließen x in klammern 

ein, um atttytbriufrn, baf bie Differential rauf Petenten na4 allem x a,e* 
nommen toetben foHen, fctwfyl na$ bem, t»el$e* in x.(/ y erpUrirt er* 

Weint, al* au# na$ bem, toeU}ed in y no$ implied enthalten, HefaUiJe 
©grrfbtteife muß bann au$ in £(^ auf bie £iffeTential'5?oeffteienten na* 
a gebraust werben. 
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wobutdj bie erfte unftet Ableitungen von V **$ x, in eine 
Ableitung nad) a auögebritcft ift. 

Um nun au* bet @tei$ung 7. fcurd? weitete* 3)iffercnjiiten 

nad? x, naä) unb na<$ bie Ableitungen 8*^ <X ), S'tftx), >c. k. 

bequem in Ableitungen na<$ a au*gebrü(ft ju ermatten, bemetfe 

man, baf, »erat <md) % eine ganj beliebige gunftion t>on y 

# ift # man bo$ allemal $at 

SDtfferenjütt man nun bie 7. na<$ allem x, unb wenbet 
man rechte bie Formel 8. an, fo erhält man fogleidfc 

9) Ö^ (x) = 8(9> y -8V(x))(a) = 8(9>y 2 -8^(.))(a), 

fobalb I>ier fiatt Bip ix) «riebet fein Sßettl) (au* 7.) gefefct woirb. 
©iffetenjiitt man biefe ©leid&ung 9. auf 6 SReue nac$ altem, x, 



*) Denft man ft* nämli* eine gunftfon U y benimmt bnr* bie 
©lei*una, 

8U y = * y .Öi// y , 

fo ffr bie <$lei*ung 8. reine anbete al* biefe 

»(öü(a))(x) = Ö(ÖÜ(x))(a), 

toefl 8U (a) = öü y .8y (a) = v 8i/y8y (a) = v**W 
unb 8U (x) = 8Ü y .8y (x) = v 8i/, y .8y (x) = V 9 *(x) 

ifh Die @lei*nnß 8. iß alfo ri*Ka,. 

Dir &i*Hgfeii bei ©lei*una,8. Fann au* no* fo erliefen teerten. <£* 
iß, »ron man a,e»5$nü*ertDetfe ba« Jfrobuft bt{fmn}iirt 

aber au* (na* 7.) 

d »W ö *W - Vy #ö,r W ö ^(«) = Ö7I (x)' ö ^(a) (»«* 6-). 

^ubfütnifft man tiefen SBerty in bie vorige <$lei*ung wnb beben!* man gu* 
lefct, baß na* bet ge»itynli*en Differenjiirung eine* Vrobuft* an* 

Ö (V 9 *(a))(x) = ^•ö 1 'V( M )+»''(x)-»#(.) 

iß, fo iß bie 3bentitat ber beiben KuObtüde (in 8.) abermale unb foßlei* 
« außer 3&«f*l ßeßettt- 
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unb wenbet man re$tt wieberum bie gormet8. an, inbem man 
y y * fiatt n t fefrt, fo tyat man fogleicty 

10) 8«^ w = 9'(g> y *-Ö</W)(a) = 9 a (qPy 8 -Ö^(.))(a), 

in fo ferne gy 9 ^») Patt 9i/> ( x) gefegt werben fann (nadj 7.)* 
Unb fyat man tttoa fd)on gefunben 

fo bifferenjiire man biefe ®leid)ung nochmals nad) altem x, 
wenbe aber re$t* bie formet 8. an, inbem man bafelbft y/" 1 
fiatt % fdjrribt, unb man wirb fogleicty fyaben 

12) 9^ ( x) = »~*(<h t ' Jl *il>w)M = 9'- 1 (yy r -9^ ( a))(a), 

in fo ferne jiatt &ip (x) allemal fogleid) fein SßertI) gy9V(«) 
(au$ 7.) fubjiituirt »erben fann. 
3fr alfo ba* ®efefc 

13) 9*tft x) = 9 n "- 1 (<Ty ,, -9^(a))(a) 

richtig für n = r-1 , fo ifi fol(^e6 aud) richtig für n = r, 
unb ba foldjeS jugleidj richtig iji für n = 1, 2, 3, fo folgt, 
baf e* für iebe ganje 3d&l vi^tig iji, bie fiatt n gefefct werben 
mag. — ©affelbe ©efefc 13.) gilt enblidj audj offenbar für 
n = 0, fobalb man unter 9- 1 (9V> ( a))<a) 8««Ä^fl /(9^ (a) )-da 
b. I). t/> felbfi tterfiefyt. — @e$t man nun, um bie Äoefftaienten 
ber SKaclaurin'fd&en JRei^e ju erhalten, überall 9?uH fiatt x, 
fo gefyt baburdj y (vermöge ber ® leidjung 1.) in F a , unb tp y 
ober i/> in diejenige gunftion »on a über, welche man erhält, 
wenn man in tp 7f jefct blojj F ft jiatt y fefct unb weld&e wir 
jefct unter xp (tl) tterfieljen wollen. — 3)er SRaclaurin'fäe Sefyr* 
fafc liefert bafyer iebe*mal 

I. Xp 7 = S [9^((p y *.9t// ( a))(a)- j£] , 

wenn man nur (für b = 0) unter 9- 1 (9^ (a ))(a) bie ftunftion t// (a) 
(b. 1). i/> y/ wenn F a jiatt y gefefct wirb) oerfiefyt, unb jur 
- 9ledjten unter y blofü F a serftanben wirb. 

Stimmt man jiatt ber ®leidjung (0), woburd) y in x ge* 
geben ifi, Wofl bie einfachere 
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(£>•• y = a+x-y y 

(fo baf F t = t unb 8F t = 1 wirb), fo wirb F a = a, 
8F a = 1 , unb (au$ I.) 

tt>o re$t$ g> a unb 8*/> a ntd^tö anbete fmb, atö wa* bejügli# 
au$ q> 7 unb 8# y wirb, wenn man blofj a ftatt y (treibt 
©efct man fyier 1 ftatt x, fo erhält man 

III.' w = s [^-•s*- 1 ^»^^)] , 

wenn nur y in a gegeben i|i bur# bie ©leictyung 

unb te<$tt 9> a unb 8^ a ni<$t$ anberS vorteilen, aW wad be* 
jüglicty au$ <p y unb dt/v wirb, wenn man bloß a ftatt y 
fd&reibt. — Dfefe SRet^c III. fann aber nur bann in 2fawenbung 
fommen, wenn fte ate numerifety unb conuergent »orauägefefrt 
wirb , weil fte nietyt mefyr nad) einem unbeftimmten x f ortfetyreitet. 

Slnmerf. 1. 3)iefer lefctere (Saft iji son Sagrange burefc 
Qubuftion gefunben worben, inbem er bie 2Burjelwertt)e ber alt 
gemeinen algebraiföeu ©lei^ungen entwtcfeln wollte. — 3)a bie 
•öon Saplace gegebene Steige I. nur eine Erweiterung biefet 
lefrtern iji, fo tfyun wir ni($t ganj Unrecht, wenn wir tiefe (Sdfre 
L— III. fünftigljm unter einem unb bemfelben Kamen, namli$ 
unter bem be* Sag ränge in (Erinnerung bringen. 

3eigen wir fyier noc$ einige Slnwenbungen biefer (Sntwitfe- 
lung unb jwar junädjjl bie Slnwenbung berfelben auf bie (gut* 
widelung ber n' Ctt *ßotenj von y aus ber ©leic^ung 

1) a-0«y+yy m = 0. 

2ßir geben namli<$ jund^ji biefer Stellung bie gorm 

2) ,-^ + |. r . 

SBergleidjt man nun Wfe mit ber obigen ( 6 ) , ndmlic§ mit 
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y = «+9Vr 
fo fyat man t)icv 

a = -- unb ()P y =' j-y m r 

roäfyrenb V'y = y n 

iji..— 3Me ©letdjung III. giebt nun 

3) y* - S [± • j£ • n • 8*-i(a»+»»-') a ] , 
n>o a = 4- $5 ^ w # mm man «DteHfc^ bifferenjiirt, 

4) y-.-(f)"-s[(n + ^l)'-"-'.(^)'], 

wo man nic^t überfeinen wirb, baf (für b = 0) 
(n _D-xM = 1 ip („«* 8 . 344. b. IL **. b. ©., ober „a* 

b. (Sinleitg. 8. 1.9fr. 2.). 

gut n = 1 fteljt man in 4. ben SÖertfy, toelc^en y au$ bev 

©Iei<$ung 

a— /J«y+y«y m = 
annimmt , in eine nad) ^otenjen *on a - ' y ober t>on 



m-1 



(jY * 7 f ortlau f mbc Äel ^ «tftofoWt. — 3>tefe »etye Ift 

übrigens wieberum nur embeutig, unb e$ bleibt bafyer ben fye* 
jietfen Unterfudjungen überladen, weisen ber 2Burjehoertl)e ber 
gegebenen (Steigung fte in jebem befenberen gfaKe fcorjleBt *). 



*) Sa dränge fcat in feinet Resolution des equations numeriques 
gejeigt, bajj bie in 3.) gefunbene fRtfyt allemal bte n* Jotenj be* II cinflen 
ber aBurjel&ert&e giebt (borauägefefct, baf bie gegebene ©leicjnng lauter 
reelle Söurjeltoertye fjat). ftimmt man aber bon ber &ei$e in 3.) nur bie 
©lieber, toel$e mit negatfoen flMenjen bon a »erfebett jlnb, fo bat man bie 
€>mmne.ber (-n)tm $otengen aller SBwrjelroert^e ber gegebenen $ö$eren 
<3Hei$irag. 



60 ßntwitfel. in tmenbf. SRet^eit. &ap. I §. 6, 

gut m = 2 erfyält man biefelbe Steige aud) bireft, wenn 
*man bie @leid)ung 

nad) y auflofi, unb batm bie sorfommenbe Duabratwurjel 

|/l — ^p ober (l — /57-) 2 na( $ bcm binomifdjen Sefyrfafce 

entwicfelt. 

3u neuer Slnwenbung bfefeS ?aflt angeben Saftet III. 
bient ba$ Problem ber ttmfejjrung bet Steige ^ 

z = «•y-}-^y , +y«y 8 +^ # y 4 "h ### f 
wenn man biefer ©leidjung bie gorm 

-5~y-?-(/»+yy+»-y 1 +-) = o 

giebt, fo ba£ man 

a = 1- unb <jp y = -^-(/?+yy+<J-y *+•••) 
fyat. 3Ran erbalt bann fogleid) 

gür n = 1 giebt biefe gormel y felbfi} unb wenn für 
b = bie Integration, für b = 2,3,4, k. w. aber bie %>\U 
ferenjtationen ausgeführt werben, fo erhalt man genau ba$ $e* 
fultat, welche* im IL 3$. b. ®. §. 581. al* Söfung berfelben 2Cuf* 
gäbe bereits gefunben worben ift. — Die für y gefunbene SReifye 
felbji aber erfdjeint fyier mc$t unmittelbar nad) 5ßotenjen t>on z 
georbnet, wie bie$ bort ber Sali gewefen ift. 

SRimmt man afö brüten gaK ber Slnwenbung bie ©leid&ung 

y = a-j-«*Äwiy 

unb foU nun %y # entwicfelt werben, fo liefert unfer ©afc, 
weil iefet x = a, q> y = Siny unb xp s = logy ifi, fogtei<£ 

% y = s[ 9 ^((^a)»4) (a) 4], 
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wo für b = ba« erjle ©lieb = W^") = /^jj- •<*» = %• 
genommen werben mu£. 

21 nm er fg. 2. Sdplace l)at bie ttnterfu<$ung be* §. 26. 
no$ mefyr erweitert, unb namentlich folgenbe Slufgabe gelofi. 

(£$ finb y unb z gunftionen son t unk x, gegeben 
burd) bie Steigungen 

1) Y = Fa+t.* unb 2) z = F'd+x.^ 

wo F, F', q> unb <p' beliebig gegebene gunftionen fcorjiellen. 
Statt foH eine beliebige gunftion ip tton y unb z in eine JDop* 
pelreifye serwanbeln, welche nad) $otenjen twn t unb twn x 
fortläuft. — 5Ran finbet biefe (Erweiterung aud) in Sacroiy 
Traite de calcul diff. et integr. — SBir übergeben fte fyier, wie 
auä) arbeiten aon *ßaoli unb Ruberen, weldje nod) allgemein 
nere Säfte geben, in benen wieber ber be$ Sag ränge atö be* 
fonbere gdfle jleden; ba bergleidjen Erweiterungen in ber Siegel 
nafye liegen unb babei meifi mc^t t>on befonberem 3nterejfe jtnb. 



8. 7. 

%&t ben befonberen galt, baf ber SBertl) ber gunftion f x 
ein reeller iji, unb bie ^oefficienten ber 5ftaclaurin'fc§en Steige 
bis ju irgenb einem beftimmten (n ten ) ©liebe fyin audj reell jtnb, 
§at 8agrange gejeigt, innerhalb welcher ©renjen bann ba8 
(StgänjungSglieb liegen muß, wenn man bie SKaclaurin* 
fdje Steige bei einem folgen beliebigen n trw ©liebe will abbrechen 
lajfen, mittelfi be$ bann nodj fyinjutretenben (SrganjungSglie* 
be$ aber ben SBertt) fcon f x l)aben will, ©t fyat gefunben (@. 
V.Sfyb.©. §§.239. 240): 



I. fx = S 



F 9 <f .£]+9*f* x .£ 

la+b = n-lj *) 



*) Da na$ ber ein für allemal uemat&tett $nna(me, bie Heilten 
beutfcfcen Sucjjtoben prt^ unb alle pofttitjen gangen 3<$Un bebrüten, 
fo brucft bie ©leicjung a-fb = n-i m'c$t* anber* au*, al* bajj matt bem 



~ 
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(x-a) n 



unb 



n. f x = s h* t a . - -"— 1 +» n f< 

L a+* =r n— 1 J 



cr+9(x_u) • 



nl 



wo 6 jtt>if<$en unb 1 'Hegt, aber nidjt näfyer bejiimmt »erben 
fann. (SJfll. (gtnlettg. §. 20.). 

2)ie beiben ©renjen jtt)tfd)en betten ba$ (SrganjungS* 
©lieb Hegt, gefyen nämlidj au$ bem legten ©Hebe (in I. unb IL) 
babur# fyerttor, bafl man flatt 6 nad) unb nadj alle jietig neben 
einanber Hegenben SBertfye *on bis 1 fe$t, unb bann ben 
größten unb fleinjien ber baburd) aud 9 n f* x ober 8 n f a+ö(r _«) 
fyer&orgefyenben SBertfye nimmt, welche natürlich voieber fcoh bem 
jebeämaligen bejlimmten SBertlje toon x abhängen. 

2Bir citiren biefe gormein unter bem Staaten ber Sagrange* 
SRaclaurin'fdjen. 

8. 8. 

2)?tttelji biefe« Sagrange* -äWaclaurtn'fc^en Sefyrfafce* 
läßt ft# baS 2Befen gewiffer unenblidjer numeriföer Steigen er* 
Haren, welche an ftd) btoergent, baljer jur SBejiimmung be$ 
SBertfye* einer gunftion f x burdjau* nid)t metyr faljig finb, 
welche aber ni$t$befiott>eniger, wenn man 2, 3, 4, 5, ••• v erfie 
©Heber berfetben nimmt, bem SBertlje son f x immer näfyer 
rüden, toäfyrenb bie Summe son nodj mefyr ©liebem 0>on einem 
gennjfen beftimmten v ttn ©liebe ab) toiebmtm t>on bem wahren 
3Bertl)e &on f x immer meljr unb meiji unenbtic^ weit abweist, 
fobalb man unenbltdj fciele ©lieber ber SRetlje nimmt. 

Segenbre nannte folc^e Keinen l)alb*cont>ergente. -x 
(5* laßt jtd) aber jefce fotd&e Steige atö @ntwtcfelung$*9ieif)e einer 
entfyrectyenben gunftion f x nad&roeifen, nad) ganzen *ßotenjen 
*on x, unb für einen fyeciellen SBertl) t>on x genommen. Stimmt 
man nun ben Sagrange*3Raclaurtn'fc$en Sefyrfafc (§. 7. I. 
ober IL) unb jwar für n = 2, 3, 4, ic. k. , fo jeigen ftdj bie 



A m$ unb na$ bie SBert^e 0, 1, 2, 3, ••« bfö n-1 geben mufj, bafl 
«tan aUx o nie gröjjer ate n-1 nehmen tonn, toeil fenft b (ber SSor* 
au*fe(ttng entgegen) negativ »erben ttürbe. 
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beibett ©renjen , jwiföen betten ba« @rgänjung&@lieb liegt, bfd 
n = v jlet$ enger werbenb , tton n = r-|-l aber ab unb für 
jeben nodj gröfern aBerti) »on n, immer weiter unb julefct un* 
enblic§ weit au$ einander gefjenb. 

2)a£ man mit biefen fyalb * con&ergenten unenbtid)en 9tei* 
fyen, eben »eil fte in ber Xfyat btoergente jmb, nid&t weiter 
rennen bürfe, tterftefyt ftd) *on felbft. 

8. 9 ? 

@in weitere^ SKittel ber (Sntwicfelung einer gunftion f x in 
eine unenblic^e 9teü)e, fo bafj man 

(C) t = C +C |X +C a x*+C 3 x'+ in inf. ... 
erhält, befielt barin, baf man bie Äoefftcienten C, , C 2 , C 3 , jc. k. 
unbefHmmt wie fte fmb, blo£ bejeidjnet, nactyfyer aber au$ ber ©lei* 
djung ((L) alle inbireften Operationen wegfdjafft, unb julefct 
bafüt forgt, bafi linfä unb rechte be$ = 3*i$M* dB«*, füt: ieben 
SBettl} »on x, voUftanbig mit einanber übereinftimmt (»gl. §. 2.). 
2)aburc§ befommt man eine unenblicfye -Stenge tton ©leid&ungen, 
bie ba$ refurrente ©efeft enthalten, nacfy welchem bie bisher 
unbefiimmten Äoefficienten au$ einanber Ijeroorgefyen. 

@$ ijl babei flar, bafi biefe „5Ketl)obe ber unbeftimmten 
Äoefftcienten " nicfyt efyer in Slnwenbung fommen barf, atö bis 
man sorfyer nadjgewiefen l)at, bajj eine Steige fcon ber ange* 
nommenen gorm wtrflid; geeignet ift, bie jtt entwicfelnbe gunfc 
tion f x in allen g allen barjufteHen. 

2lu<$ giebt biefe SKettjobe nicfyt ttollfommene (ttollfiän* 
bige) ©leid&ungen, wenn man nic$t bei ber birelten SBeftimmung 
eine* biefer Äoefjtcienten, in welken alle bie übrigen auSgebrücft 
jtnb, für biefe SBolliiänbigfeit Sorge tragt. (9Sgl. §. 663. b. IL 
£1). b. €. 2te Slüfl. pag. 391. lefcte Seile). 

Diefe 9Ketf)obe ber unbeftimmten Äoefftjienten fyabtn wir 
H. 93. im IL Xty. b. <S. 8. 578. angewanbt , um eine nac$ ganjen 
s #otenjen fcon x fortlaufenbe SRet^e für 



m 



' / ao+ai , x+a 2 .x 2 4"a3 , x 3 + 



••• 
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, ju ertyaltm. SBir fanden but# biefe SRetyobe ba* refurrente 
©efefc ber gefugten Steige. SBoüte man aber ba$ inbepenbente 
©efefc berfelben Steige fyaben, fo müfte man ben pofynomffd&cn 

Setyrfaft ju £Hfe nehmen (8. 4. 9tr. 7.) unb bafelbft — jiatt z 
% fd&reiben. 

§. 10. 

Um aber ba« ©eföäft be$ §. 9. ju erleichtern in jufammen* 
gefeiteren gäUen (j. 33. in bem fo eben ernannten BaUe, ober 
allgemeiner, wenn 

Xm ' X^ f hgX ' SinX ' Ä^ #X ' w - K - 

in unenblidje Stetyen entroicfelt »erben foHen, wo X unb X' 
bie Steigen 

ober Munitionen *on x sorjleflen, bie felbjt noc^ in äfynlidje 
* Steigen toertoanbelt werben fonnen unb f ollen) bilbet man, jiatt 
bireft Meißen gu finben, n>et<$e an bie (Stelle be$ y gefegt, 
ben Steigungen 

1) X- = y ober 2) |~ = y 

ober 3) logX = y ober 4) SinX = y 

1 

ober ' • 5) — -.X = y, *) ober *c. k. 

genügen, — au$ ieber biefer ©lei<$ungen in jebem einjelnen 

gaöe ju&or eine 2)ifferenjial*@lei<$ung, in welker bie jufam* 

X m 
mengefefctere gunftion, alfo X m r ober -^, ober hgX> 

l 

ober SinX. ober 777- «X, K. ic eliminirt toorben fft. — 
r Stn 

*) SWan überfe^e frier nity, ba(j biefe Aufgaben aüe bur# bie (tat ilten 
S?«p. b. V. $&. b. <£.) borßetragrne SWetfrobe ( SBariatioirtred&ironö ) unmit- 
telbar gelojt finb. 
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fttnbet man bann eine Striae , welche fiatt y gefeftt, ber $iffe* 
renjialgleid&ung genügt, unb fyat jte fo fciel tfonjianten (Äoeffi* 
jienten) unbeftimmt gelajfen, baf ftc atö ba* allgemeine Sntegtal 
biefer 2)ifferenjialgletc$ung angefefyen werben fann, fo iji in tyr 
bie gefugte 9tetye ofenbat enthalten, fo bafj nur noc$ bie un* 
bejHmmt gebliebenen Äonflanten ben übrigen Sebingungen bet 
aufgäbe gemäf, eine nähere Sejiimmung ju erleiben tyaben, 
tt>elc^ee leitete allemal für foejielle SBerttye von x gef$e$en 
fann unb muf . 

3ji alfo j. S. X» in eine SRetye na<$ x ju enüoicfeln, 
ttafyrenb 

1) X = S[C«.x«] 
ifi, fo färefbe man 

2) X- = y f 

biffetenjiire biefe ©teicfymg, fo bafi man erhalt: 

3) m.X^.SX* = öy x/ 

unb eliminire nun aud beiben ©tei^ungen bie ^otenj X*j man 
erhalt bann, weil 

X m 

"" X 

ift, 

(©>•• my.8X x -X.9y x = 0. ^ 

3>iefer 3>ifferenjiafglei<$ung foK nun bur$ bie JRei^e 

4) y = S[Ra.x<] 

genügt werben- — SRan gie^t aber au« ben @lei<$tatgen l.unb 
4, inbem felbige bifferenjiirt werben, 

5) 8X X = S[(a+l>C ft+1 .x«] *) 



*) dt IM«* bem Dtjfereitjütett a+1 flatt a 8*W toorben, tortt 
a+1 (bet angenommenen Segnung infolge) alle ganjen 3a&Ien aber 
«tyt 9htS borfleKt, unb ba* ademfie ©Heb bet bur* ba* £>t|ferenjtfien 
erhaltenen ffietye, b. $. ba* ©Heb, toetye* erhalten toirb, toenn man ba* 
alte a, = nimmt, bo$ BnH totrb, alfo fehlen fann. 
VI". 5 
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®i&jtttutrt mein baljw bfefe ftrityen gut SÄed^ten (<xttd 1., 4, 5. 
lt. €.) ^ott X, y, »X x urtb Sy x itt bfe ÖieltyUrg (0), fe 

ettyaft mttn 

7) st((a+l>m.IU-C i+1 ~<a+i).R t ^i-C*).x«1 =0 

unb Wäu* für febm ttßhmnten töettl) n trtn n ba« tefür* 
ttrfte Öefefc 

<C)- S [(a+l)4nJU.C M Wa+i)4l M a.C»] =0, 

au$ welken ber Äoefftcient R n in alle aorfyergeljenben Jtoefft* 
gienten au*gebrü<ft wirb. JDet Ä^effijknt R bleibt unbe* 
ftimmt, iji bic winfufyrlid&e Äonjiante, toeldjc feut$ bkfc Snfc* 
gratton ber ©leid&ung (0) eingebt unb muß nu&, etwa für 
x = 0, aüd bev ©lei^ung 

X- = S[R ft .x«] 
bireft gefunben werben, Wo ji# bann R = C m ergiebt. 

©tyt matt j. 'S. n = S, fb 1&at man 



a x * 



0, 3 

*, 2 

2, 1 

3, 

unb bic <SHei$una (£) ßiebt ba$mal 

m.(4R .C 4 +älil ( .C34 : 2ft 2 .iD 1 +R s .C,) 

- (Ri-^+2R ! r.Ci l +3R^C l +4lt 4 .C ) = 0, 

ftttvwt W R« k R f , R* f R* utrt 'R* M$$tbrfim {tötet *). 

©efct man alfo jiatt a na$ Utft M% 1,2, 3, 4, 5,tt.f.tt>.f. 
fo erhält man R, in R , *Atm fi* in R, unb R , bann 
R 3 in R 2 unb Ri unb R , u. f. n>. f. auSgebrücft. 



*) gut bfefift* 9kf|t 6{X.x a ], tote fle Jner (in I.) gef««* Wirb, 

enthalt aber bte (gormel 7. be* §• 4.), ««»«<$ bft t»tynonttftye ^etytfflfc trt* 
tnbepfttbente ®efe$, «ityvtnb bfe obige QHtt^ftflg (C) tyv utumnte* 
©efefc au*f|>ri<$t. 
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Slnmetfg. 1. 2)iefel6e »rieft mad&t ft$ im *ßtafttfc$en 
aud& fo: Sftan fefct 

unb nimmt linfd unb rechte ba* logatifymlföc !^4ffercttjlcrf (b. 1). 
juetfl toie Sogatitfymen, batm tyte 3>iff efenjiat ^Äoefftjientett) # fo 
credit man 

m«8X x __' R,+2R a »x+3R 3 *x a +»*» 
X "" R,+R l .x+R,«x , +R 3 .x 3 +- * 

©efct man nun ^iet Verebt Cö+C^x+C^.x 2 ^-*.- ftatt X, 
olfo C l +2C^.x+3C J .x a +... ftatt 8X X , fo batf man wjr 
nodfc bieJ3tuc$e wegfc^affen f um biefelben @letc$ungen (<[) ju 
erhalten. 

SÄan etferatt leidet bie 9RogU$feit be« analogen SJetfafyten* 
in allen 3fytli$en Seifoielen. 

2lnmetfg. 2. 2)a* Stofatyren bet Sinmetfg. 1. ffatbet man 
audfc jmoeiten fo ausgeführt, baß man feine Diffeteniial* SRedfc 
nung baju »etwanbt ju fyaben fctyeint. 9ttan fefct ju bem 6nbe 
ben gegebenen unb ju entwWfelnben SluSbvurf j. 33. X m , bet 
gefugten Steige mit unbefHmmten Äoeffijientm glei<$, ,— fefrt 
bann in biefer ©Uidpung x+h fktt x, um julefct bie ÄoeffU 
gierten von' h mit einanbet ju vetglei$en. — 3Beü akt bet 
Äo*fftjient t>on h in f x +h nidfct* weitet alt 84 iji, fo fonn 
man auf biefem SBege leidet hiebet genau bie »otliegenben 9ted&* 
nnngen ttytobudten , namenttid^ ba man, wd> bevor x-fh ftatt 
x gefegt voitb, auä) jwot nod) von bet tyingtfötiebenen ®ief* 
c^ung Hnfd unb te$tö bie Sogatit^men nehmen fann. 

8. 11. 

llebetgeißft tuit ba« 2te Sktfoiel be* *• 10., um foglei$ 
%X in eine Steige ju $eroa*b*lit, n>fifytenb X trieberum bie 

Steige C -f(Vx+(Vx*-f •>* votfleßt, fo tyat man 

%X = y, 

mithin, wenn biffetpenjiitt «>itb f 

5* 



68 Sntaritfel. ttt uncnbl. SRe^ett. Äflp. i §. 11. 

(©)... ^ = 6y, ober OX-X-öy = 0, 

too alle SJifferenjiakÄoefftjienten na<$ x genommen ftnb. 
2Bitto alfo, wdtyrenb 

X = S[C«.x«] 

ifi, no$ 

y = S[R«-x ft ] 

gefefct, fo wirb 

9X = S[(a+l>(Wx*] 

unb öy = S[(a+l).Ra+i-x»]5 

unb bie SDifferenjialgleid&ung (0) gefyt jefct über in 

S[((a+l)X« + i-(c+l).C .R c+ i).x«] - 0.*) 

2)al)er iji ba* refurrente Oefefc ber gefugten JReifye, wenn man | 
(n ober) n— 1 jiatt a fefct, unb babei ni<$t überfielt, bafj 
bann, wegen b-fc = n— 1 auä) i = n— 1— c genommen 
»erben fann, 

(<[)... Sfn.C n -(c+l)C n ^ c .B c+1 l = 0, 

L *+c =s n— 1 J 

burdj wel#e ©leid&ung ber Äoefftjient R n in alle iljm florier* 
getjenben tfoefftjienten auägebrüeft jic$ ftefyt**). 

3>iefe leitete aufgäbe enthält in ifyrer Sluflofung natütfi<$ 
au<$ ba* refurrente ©efefc für bie (Sntmitfehmg t>on log(i*\-x), 

*) Kit »tr bie 9Cet^e für X mit ber für 8y mnltitoKcirten, ifr in ber 
erftern b jiatt a gefegt ttorben, in ber anbero aber c ftatt a; man {tat 
baburefc beioirft, bafl bat 6*« ©Heb ber einen SRetye mit bem c*f» ©Hebe ber 
anbtrn ffietye multtylicirt »orben ijl, b. J. toeü b unb c »on einanber tm* 
abhängig jinb, jebet ©lieb ber einen ffietye mit jebem ©liebe ber anbern, 
gerabe lote bat fepn muf . $5tte man bagegen bat a*« ©lieb ber einen 
$etyt mit bem a*» © liebe ber anbero multtylicirt, fo fytttt man nityt 
jrbe* ©lieb mit (eben* ©liebe mnltiplidrt gehabt. 

**) Denft man (ty biet bie SRetye für y gegeben nnb bie für X gefnty, 
fo fie}t man in ber ©lei$uttg (([) |nglei«$ bat refurrente ©efe$ autgeforo- 

$en für bie äoefftjienten ber fRtifyt X, toel^e aut ber fcnttoicfelung bon e y 
Jeroorge&t , toft&renb y felbji eine gegebene ffietye 

R +R»«x+R a .x*-f" ifr. 
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»eim man 00 = 0! = 1, bargen C, = C 3 = C 4 = ic. = 
fefrt. 

' I. 12. 

3n mannen gfiBen ij* e« Keffer ju $iffetenaial^lei<$ungen 
einet leerem Otbnung feine 3ufüt<$t ju nehmen. 

I. 3n bem 4ten Seiftet be« §. 10., »o ShX in eine 
Steige au fcettoanbefo ift, wätytenb ttiebetum 

1) X = S[C a .tf] 
gegeben tf* # fefce man 

2) 5wX - y, 

unb fcifferenjfire tiefe ©leifymg na$ allem x, fo baf man erhalt 

3) ß»X.8X = 8y. 

2>ifferen)iirt man nun tiefe leitete @(ei$ung no$ einmal na<$ 
allem x, fo ergiebt ft<$ 

4) CosXWX-SinX-dX* = 8*y; 

unb eliminirt man nun aud allen 3 ®leid)ungen (2—4.) forool)! 
SinX afö au<$ CosX, fo ftnbet ftc$ 

(©)-. 8y8 , X-y.8X , -8X.8 , y » 0, 

»o alle 2)iffeten}iak£oeffi)ienten na^i x genommen jutb. 

liefet 3Mffetenjialgieid&ung (©) bet 2ten Otbnung muf 
man nun bur$ bie Äoeffijlenten bet fftt y gefugten Retye 

y = S[R ft .x«] 

ju genügen trauten, um baft tefutrente @efefc biefec Stetye ju 
ermatten. 

II. 3jl aber ~-*X in eine 9teibe ju *em>anbeln, fo 

tStft 

fefce man 

$at barnt, »enn biffetenjtirt »itfc, 
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2) ,J^L = 9y ober (t-X*r*-9X = 8y. 

SBirb nun biefe @iefc$ung no# einmal bifferenjiirt, fo giebt bie« 

3) (l-X^^iö^X-O-X^r^-aX 9 ^ 8*y; 
unb eliminirt man no<$ au« ben (Steigungen 2. u. 3. bie SBürjel 
)/RP ober (1-X*)~1, f erhält man bie $ifferen$tak 
gletctyung ber 2ten ©rbmmg 

(0)... 9*X.9y-9y 3 ~8X.8*y = 0, 

tt>el#er nun bur$ bic Äocfftjienten bcr Steige , 

y = S[R ft -x*] 

genügt werben muß unb in welker aße ©ifferenjfatÄoefftjienten, 
naä) x genommen ftnb. 

3(1 >. ». 3t » *, o!fo 6X = 1, 9>X = 0, fa 64t Me «ffd^utg 
(C- ) übet fn 

«[)••• Sy'+Ö'y = 0. 

»Ho y = S[R t .x ö ] 

folgt nun 3y = S[(A+t).R fl+1 -x*] 

unb 8V = S[(a+2)(a+0*R Ä+a ^ a ] 

XHefe Äerfye in bic (Steigung (£) fnbfHtnirt, geben baf ttfamnk ©cfefc 
bw fÄr y gefugten ftetyt, unb jtoar R fl ^ in bie jfafftienten ber 3t» 

9oten} ber flflei^e für öy, atttgtbrfidi. 

S. 13. 

2Wan fann au$ au« ber ju entroidetoben ftmftion eine 
*ßar}iaiglei<$ung büben, unb bann ffir biefe *Parjiaig(eic$ung 
eine Steige afc allgemeine* integral mit einer nnllfityrlfctyen 
ftunftion auffucfyen. — 3utefct tnuf bamt bie eingefjenbe tt>iH* 
füfyrlic$e gunftion au6 ben übrigen Sebmgungen ber ötttokfe* 
lung bejlimmt , werben. 

Stemmen wir al« SBeifptel bie Aufgabe beS g. 6., beren 
£öfung ber *on Saplace erweitert* gagran&e'f$t (Gatwtfr' 
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(ttflgfr) ftfyrfiit ifl, unb fuflen wie nadj ba? et3ftwät%w *te 
tfyobe ba$ tefurtente Qtefefc berftlben SHtye auf, 

($& fotl nämlicty # y in fine na# Sßotenjen fcon x fort* 
laufende 9WI)e t>eroanbe(t werben, totyrenb y felbfl gegeben ifi 
bur<$ bie @fei<$ung 

SRan findet Jjie* fogW<$, g^aw »it im i 6. felbjl, bif 
$<irjialgleid&«ng 

aon tpetc^er nun ein allgemeine« 3nte$ral (fut t£) in fform 
einer na$ x fortlaufenden $effye gefugt »irb. 
Sefct man bafyev 



2) ft^^'S]' 



»o Vk,o, V^if fe/ ^m, •••• Vm, ••• bie unbefiiBwntm ge* 
fugten Äoefftjienten Borrelien unb im allgemeinen gunftionen 
fcon a fetyn »erben j fo fyat man auti), weil V y jiebe beliebige 
$unfiion t>on y fe^n fann, 



3) ?v « s I y M • ^yj 

wo fto blpfettw " Äoefpjieitfen Iporjielft, wtf<$e au< Vm ^ 
Mfß*&«, tppun 9) ftafi i/; gefegt wirb. $iffewtjifrt man nodj 
übtrbieä bi< <&kiä)w% 2. nacfe x unb na<$ a, fo erlitt 
man no<$ 

unb 5) 9^(a) = s[8(V/ M )a.^-]. 

SBerben bafyet jefct biefe SSert^e jur Werten (au# 3. 4. u. 5.) 
in bie ^arjialgtei^ung © fubßituirt, fo erhalt man 



L »-KW* * 1 



J 
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unb au* biefer ®let$ung ergiebt fi$ nun, roerm man bie mit 

x n affljtrten ©Hebet mit einander toergleidjt 

*-*-c ss n JL 



(<0- Vm+x ~ S 



fb-4-oV 
too man ni#t überfeinen mag, bajj m~t~ ' (*&*$*** 

b+c = n) bie Äoeffijienten ber »tnomial^ßotenj (p+q) n fmb. 
©efct man ^ier ftatt n na<$ unb na<$ 0, 1, 2, 3, 4, k. k., 
fo gtebt biefe ©lei<$ung (C) 

8) #M = 9m*8(^a)»+9m*8(VVo)» 

9) Vm = 9 > to«ö(VM)*+2.g) k ,rÖ(^i)a+yk,rÖ(V ; k,o)a 

U. f. ». f. 

3)ur<$ biefe ©leic§ungen jtetyt man alfo bie Äoefjtjienten 
tfVw V*mi tfV«» V*Mi **• k. in einanbet auägebrficft, unb 
nur t/Vo bleibt unbejtimmt, ift tie bun$ bie Integration ein* 
ge^enbe ftHRübrli$e gunftion (ton a), unb wirb am bequemten 
aitS 2. beftimmt, intern man x = nimmt 

Sejei&net man nun buttb \p* 9 </v ba6 f wad au$ \p Jf 
(fj toitb t wenn man F« ftatt y fefet (ober ba*, toa* au6 

obige« VV*>» Tu) ***** Karo man k leiteten x = fefct), 
fo $at man 

11) v»m - W 
wfr batet awb 

12) rw « fw- 

JTicfe ©ort* m 7« gcfctt, gcbai 

13) *y* = *.•»*., 

alfo twfe, »am y tan e grient traft 

U) 5Tw - fm*öf- 
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Diefc SBertye in bie ©lettfrung 8. fubflitutrt, geben bann 

15) 1^m ~ ^•ö(qPa*8V / a)a+? ) a'Ö9>a*ÖV ; *f 

alfo auc$ 

16) 9k, 2 = 9a-Ö(9 ft -Ö5Pa)a+9>a^Ö^a*Ö5Pa; 
U. f. W. f. 

2Ran jle^t wie We ©ietfymg (<C) in bev £l)at alle ßoeffi* 
jienten t// k ,i, tp^, Vm, V>m, **• na<$ unb nadj liefert; aber 
e$ fyält f<$wer ba* einfache ®efefr flu etf ernten, welche* fie 
befolgen, 

©iebt man aber ber $ßarjialgtei($ung (0) eine etwa« ges- 
interte gorm, fo ba£ fie einfacher wirb, fo wirb auä) ba* re* 
furrente ©efefc tf# einfacher geftalten. j$u bem @nbe fityre man 
eine gunftion u y ober u ein, gegeben bur$ bie @(ei$ung 

16) 8u y = q> 7 *8ip 7 , 
imb man fyat 

17) 9u (a) « 8u y .9y ( a) = 9y" 8 W #8 yw = Ty^Vw) 
unb bie *Parjialgleic$ung ( ) wirb bafyer iefct bie nactyjtetyenbe 
©eftalt annehmen: 

(Ol)— 8^x) = ÖU(a). 

©efct man nun no# 



18) % = s[« M .^], 



fo geljen (wegen 2.) bie Äoeffijienten u k , a au6 Den Äoefjljienten 
Vm ^w*>or, wenn in leiteten u jiatt ^ gefefct wirb, alfo baf 
man (au* 11.) 

19) 11 k ,o = u ft , 

I)at, wenn man but$ u a (ofyneÄlammern) ba* bejeid&net, wa* 
auS o y tyetttorgefyt, wenn blof F a jlatt y gefcfct wirb; ferner 
fyat man (nad) 17.) für x = 0, 

20) 8(u k , )a = 8u ft = y»-8^., 

weil wir wieberum unter u«, (p* f V» bat »erßanben |aben, 



1 
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IM* AU» Q yi fy f W ffi* y =* F «+*.* y **** ***** maU 

flatt x fefct, b. ^ ba«, wa* au$ %, gv, W fyettforgefyt, 
wenn man Mof F. flatt y förei&t. — Differenjiirt mm «*tt 
bie ©leicfcung t& nad> a, f* etfyalt man 

21)- 9(u y ) ( a) = s[9(u M ) a .^]. 

Die ^arjiafglek&unfl , giefo bafyer nun, wenn man feie $etyett 
(a\a 4, u. 21.) m fle fubftttuirt, unb Uc Ä*efftjtenten *w *« 
mit einander vergleicht, 

22) ^om-1) «8(iM)ti 

ober, wenn fyier na$ unb nac# 0, 1, 2, 3, 4, ic. ic. flatt n ge* 
fefrt wirb, 

23) t// k/1 = 9(u k , ) a = (p**% (nac§ 20.) 

24) t/' k/2 = 8(U M ) a = 9(ya a -Ö^a), 

in fo ferne au* (23.) , inbem u flatt. V gefefct wirb, 

u k|1 = gv8u a = <p* 2 '®ip* (na<$ 20.) fyerttorgefyt; 

25) Xp K z =; 9(u k , 2 ) a = 9'(?> a 8 *9<// a ) Ä , 

weil (au« 24.), wenn u flatt y gefefct wirb, 

u M = 9(<pa , «9ua)a = 9(7'a 8 -9tfJ a ) a (nac$ 20.) 
ft# ergfebt; ferner 

26) tp K4t = 8(u W )a m 9»(<Pa 4 '8^a)a, 

in fo ferne wieberum (au* 25.) tyenwfletyt 

um - 9 W'9u a ) =* 9 1 <*> a <.9^ Ä ) (na* 20.) 
allgemein : fyat man gefunben 

27) V^,n-i = 9*-W-*-9y a ) a 
fo giefct biet, wenn u flatt ty gefefrt wirb, 
28) u M .i = 9 n - 2 (9)a n - 1 -9Ua) = 9 n - f (ya 1, -9^ a ) (na<$ 20.), 
wäfyrenb bie ©leid&ung (22.) bann wieberum 

29) i/> M - 9(u M . 2 ) a = 8A-i(9>» n -9^) 
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liefert, xottye» toieberum bfe &ld<$ung 27. ifl, ma n ftett 
n-1 &ef*frt ~ gtnbet alfo bie ©kicfrmg 29. für irgutb einen 
SBctty *on ii jtett, fo findet fie nofywnbig aSemcrt fflr ben 
nfi^fifoJgeftbm 3$erty *on n fiatt, Unb b« fte <na<$ ben $.9?. 
23—26.) für n = 1, 2, 3, 4 flatt frnbet, fo finbet fie «w$ 
für {eben folgenben ganjen pojltfoen SBertl) »on n flatt, fo bafi 
bie ©leid&ung 29. ba« ©efefc ber Äoeffijienteu bet für tp ge* 
fugten Steige tjt. — 2)ie* ip aber genau baflfelbe 9tefultat, tt>el* 
<$e$ wir naüf Saplace bereit« (im 8. 6.) gefunben Ijaben. 

«. 14 

9tan fann flc$ ber (Sntfthfelungen au<$ al6 dne* SRfttett 
bcbieiten, um *erf$iebene Umformungen ober Relationen ju er* 
galten. — @nttt>itfelt man ndmli<$ eine unb biefelbe gunftton f x 
(ettoa baburdj, bafl man fte borfyer umformt) jttdmal in eine 
Steige *on berfelben gorm, unb ift man fiberjeugt, baf biefe 
»erfc&tebenen (Snttoicfelungert ibenflfdj fe^n muffen, fo mfiffen 
a»$ bk ÄoefltjUnien gleichnamiger ©lieber in beiben biefelben 
fe$n, unb fo n>irb man ju einer unenblid&en SKrnge bo» ©lei* 
$ungin geführt, öon benen jiebe ba* Statten ber Operationen 
jtt efoanber in einer neuen SRobification au6ftru$t. 

©ciffut 1. @>hb j. ©. a, b, c, *. bie m ÖButjelbxttyt b« ttytra 
©Jett&B** 

i M +k l .i ni - 1 +J[ a .i ,,| - , + .... +k m _ 1 .z+k m = 0, - 
ft $*t man bifanntlty 

(z-a)(z-b)(z-c) ... = z^k, .z m - 1 +k,.z m -*+ ... 

b. $. fernst matt ^ fa tt z f^^t unb Unf* unb te$t* mtt x m mntttyAcfrt, 

I. (l-ax)(l-bx)(l-cx) ... 

= 14-k 1 *x+k 2 -x'+k 3 .x 8 + ... +k m -x m . 

§ieraud folgt aber, wenn man bie 8ogarittymen nimmt: 

%(l-ax)-}-/oy(l-bx)+%(l-cx)+ — 
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Yotyxmb Av(l-ax) = ~(ax+ia»x'+jft*x*+Ja 4 x 4 +v*) ifr 

(gntttitfelt man nun tinft unb rechte tiefe Stogaritljmen in um 
entließe Steffen, bie nad> *ßotenjen *>on x fortlaufen (nadj bem 
aWujier toe« ». ll. f f* baf tyier k a+1 flott be* borttflen C a +i 
ju flehen fommt unb 

— (a-f-b+c-f- •••) = Ä! 

alfo 

II. -(c+l).R f +i = a c + 1 +b c + 1 +c c + 1 + ... = Sc+i 

wirb, xoemt S t +? bie Summe bet (c+l)*" $otenjen aller 
SBurjetoertye t>or|iellt), — fo ßetyt bie ©lei^ung f. 11. C 
über in 

III. Srn.k n +k6.S f+1 1 « 

b. fy. wenn man nun 0, 1, 2, 3, ••• n— 1 ftatt c fefct, in 

IV. n.k n +k n «i.S l +k n -2.S 1 +kn-.8-S I +...+k 1 .S Il _i+S I1 = 0, 

ti>elc$e* eine fefyr fc^öne Delation jwifd^en ben Äoefftjienten 
k,, k 2 , k,, k w ic. ic. einer t)6t^even ©leid&ung unb ben !ßo* 
tenj*@ummen iljrer SBurjelroertfye ift unb jw>ar biefelbe, bie toir 
im II. 3$. b. 6. IS. 472. 473. auf ganj anberem Stege (unter 
bem tarnen be$ SfcettJton'fd&en Sefyrfafce*) gefunben fyaben*). 



*) SBir lonnen tiefe ©elegentyeit ni$t »arteigenen la(fen, ofme barauf 
aufmerffom ju machen, tote (Eni er Hefen ftetoton'föen fiefcrfaj btnufct 
$at, um bie ©ettye bet (con^ttgenten) reetyrofen ffietyen (@. IntrocL in 
anaJysin infinitorum Cap. X) 



1) 



s, = l+^ + gj + p + ^j+ininf. 
1111 

2 3 4 5 
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Bcif^WI 2. übt anbete* Wal ftfinföen *ir Relationen }*if<$fn «i* 
«omial-Jtoffftinttett; »fr neunten ba&er fr^enb eint Umformung bon Hu* 



ju {toten. Cr getyt namllcfc bon brr QtxU^m^ ber Steige Äfcx in $re 
unettbli$ biele gaftoven au* (alfo bon ber ©let<$ung I. be* §. 13. 9?r. 5. b. 
ftuleitg.) b. $♦ (inbem man bur$ x bioibirt unb na<$ge$enb x jlatt x* fejt) 
»oh brr <$Iei$ung 

2 > (»-T^X'-^X 1 -^ 1 "!^) in iDf ' 

SSergleitft man nun biefe ©Ieitfrung mit ber obigen I., fo finbet ft$ 
3) 8 = ^.1, b=— .^, c = S7-3ä^ » f» ; 

bagtgtn 

111 
*) ^i = — 3j-j, kj = + ^p k, = ~~Y\' *** ^ ^'' 

»ü*renb k« = — (E=UT ttttb k * = +-J&W 
*irb, unb {eftt 
w s - * r -' l.l.l 

ifr, b. *. 



f+l ~ n 2(C^l) '[_ 1+ 2 2 C«-Hl) + 32(c+l) + A 2(c-M) + il! inf * J 



6) S c+1 - +J ,8 *c-f^f 



71 



i»eitn s bie Sebeutung $at, feie in 9t. 1. 

Die obige ©leitfung III. ober IV. giebt bafcer jefct 

1 ^ 1 1 . 1 1 . + _i 1 

^•(a+i)! ^^/^ %S2T ^^:^ 9S% ^s^r^^^- 



^^'-^r 9 ^-^'^' 9 ^ = °, 



i i i 

«n-2 • 8 2n-2+ j 
91 11 

too bie oberen Sorjeujen gelten, toenn n ungerabe ift, bie unteren bagegen, 
toenn n gerabe. 

@efct matt nun $ier herein na($ unb na$ 1, 2, 3, 4, *e. je. jtott n, 
fo erhält mau bie einzelnen ©leu$ungen, au^ benen fi$ na$ unb na$ bie 
Gummen ber bur# s a , s 4 , s 6 , g 8 , :c. je. bezeichneten SRetyen ber red« 
profen 5>oten$en (mit geraben (frponeuteu) o$ne SBettrret ftnben teffen. 
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brflden, in betten 3)oten$en tiite^ SKnomfumt imhtmtn, uHMitlm ftbt 
ber befben gönnen nao) yotai|cn m x unb tterg letyen bfe ß*ffföie*t«i 



TOan (tobet nümli$: 



! 1 , *« 

2* 1 . 71* 

S * ^"T* = 9Ö> 

2 4 i , *• 
"• = 7l•3■' ,, = 945> 

2« 3 . *• 



8m ==-;•-?-•»* = 



9! 5 9450' 

2* 5 .. *'• 



s,. = ttt-tt -ft 10 = 



lf "il! 3 * ~"93565 r 
10 691 



is ♦ 

13M05 



8 i« — Töl'JTv^* 71 y 



2 1 » 35 14 



S,* = —s.ZZl^. n f 



2' 4 3617 

tt. f. ». f. 

9timmt man bte gaftoren *on Co*x, ton Stn(x\) nnb »on C©t(*i) 
nnb »erfahrt man auf btefelbe SBetfe, fo ereilt man analoge Qlettyungen, 
trfe bie fcorflttyenbe 2., and benen bans bte SBtrtbe analoger nnenblt$en 
leiten geftmben »erben. 3* & M* w* ber analogen $e$anblnng t>on 
Cos(x\) (er*orge}enben Sefuliatr jinb 

.,1,1,1,. . . 1 ' n* 
1 +3? + 5? + 7¥+ lninr - =T"2^ ; 



-.1,1^1... 1 ** 

1 +S*- + 5*" + ** +ai,>£ =3!"^ 



1.1.1.... 16 » 



• 



1+ 3* + 5* + 7* +ini,lt = 5!*2^ ; 

4 ^ 1 , 1 . 1 , . . - 272 *• 
1+ 3» + 5* + 7» + M = TF'S»' 

«. f. * f. — 

Diefelben Sefnltate futbei man aber au$, trenn man -jg- f»»«t n^ 



** 



fntrratfrt. — Snbrratfrf man aber bad Sonette ton ^ *" s^ # fo 
erlitt «an Me Sct^c ber »nmgrnt« tntnbinfcen Seiten 
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in glcfatyuntigttt 5>olot}rtt »on x mit dnanbtr. — <Be ijl ) 85. 

SSettoanbeln n>h: nun ben 8lu*bru(f Iinf* (mittelji to^elter 
$tau*ttfcuttg t*» btocm. Jefpfafc*«) in eine Stelle We m$ tyo< 
tenjen Don x forttöuft, fo er^&lt man, wenn n a , n* Die a**, 
b ttn 93inomtal*£oefftjienten bet n tfn ?potenj eine« SMnomium« 
fcovfießen, 



« « f in m*»»+m 



■4 1,1 1 1 1 1 , • • f 

1 ~^r + §5--^r + pr- jr+ ,n lllf - 

b. $. ber Steten fair «Carole* tPttetfett «lief nafßttfcfcti Bft^fti mit f eaftttt 
{Exponenten unb abttedfofelnbem 93or$ei($en. 

dnler jirffflt att$ no<$ |tt|fcmtmertarfe#m gmiTHonttt |. 33. 

Coiix+Co/ff^^&jtJx fa. $. bat CuttHenfen. ■ ■ ^ * ■■ ■ 

in tyre nnenblufi sielen gaftoren nnb flnbet (mütelf* ber flöwj anrifqpn Sie* 
bmtblung) bte SDcrt^e neuer unenbK$tr unb coutoevgentw SRetyen, namentlich 
(für m = 1, n = 2) trte SBertye bet folgenbnt 3tetyen rrdproTer 3>o- 
tenjen, nämtft) 

* 1 i 1 1 ■ 1 i _,# * 

1 ^T + y-r + "9- ,nrtrf - S T* 

, 1,1 1,1 . ._. 77* 

1 -3* + 5*~7* + 9*~ lll, - t "SS* 

1_-L4.l_J--L.I_- * - 5 ** 
1 3 s+ 5* 7* + 9* 1D ~ 1536 ; 

n. f. t». f./ toelifce ungrrabe Dtgnanben, ungerabe t&pönenten unb «btoetfc- 
feUtbe SSorjtWfren ^aBrn. 

Dögegen Iaffen f!$ bie ffietfye "btr unenbftyen Stehen rettyrofrr $0* 
teilen aller natürlichen 3<tyfen mit iutgr«ab«tt tfrponentai, namflt^ ber 
ffiftye« 

4ttf biefem SBeßc «tic^t ftnben. <©♦ jcbo* §. 20.). 
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1) (l+x) B .(l+l) n =s[„.:x.].s[n4]' 

= Sl n a .n*.x tt -*J. 

2luf ber anbern Seite tyat man (nad) bemfelben binomif$en 
gelpfafce) 

2) ¥'{ i+x T = ^- s [( 2n )^ c ] = S [(2n) f .x-^]. 

6efct man nun aon ben beiben Keinen rec$t« (in 1. unb in 2.) 
bie Äoefftjienten fcon x v einanber gleich (inbem man eben fo* 
wol)l a— b.= v al« au$ — n+c = v fefct), n>o y pojitto 
ober negatto ganj, ober 9toH fe^n mag, fo erhält man 

3) S T n ft .n* 1 = (2n) n+v b. ty. sTn^-nri = (2n) n+Vf 

too febodfc n pojttto ganj gebaut werten muß , unb tt>o man 
ni<$t überfein barf, bafl 93inomial*Äoefftjienten mit negativen 
3eigem nictyt ejrijiiren, unb 9htQ an beten ©teile gefefct mx* 
ben muf . 

Pr v = giebt biefe @lei$ung (3.) 

4) l-Hn^'-KnO'+Cna)^^.)^... = (2n) tt 

b. 1). bie Summe ber Cluabrate aller SinomiaWloefftjienten ber 
n tc » *ßotenj, ifl bem mittleren »inomiatatoefftjienten ber (2n)*» 
Sßotenj eined SMnomium« glei$. 

gut v = — 3 bagegen »orte bie @leic$ung 3.) liefern: 

5) l»n,+n 1 .n 4 +n a .n B +n 8 *n 6 +n 4 .n 7 +... = (2n) n . 8/ 

wenn nur n pojttfo ganj ifi; unb bajfelbe liefert fte für 
v = +3, »eil (2n) n+8 = (2n) n _, ifi. 

Slnmerfg. Saplace in feiner Theorie des fonct. gene- 
ratrices (@. Theorie des probabilites. ober auü) Lacroix 
Traite du calcul. diff. et du calcul integral. T. III. Chap. IV.) 
unb ©au d)ty in feinem calcul des residus (©. Exercises etc. 
1826) fyaben auf @runb be* ttorfiefyenbett §. 14.) eine Steige 
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mtereffanter SBetflleic^urtgen auf gcbecf t , auf welche tt>ir foiter 
noc$ jurütffommen werben. 2ßiv wollen fyier junad^fl nur nod) 
in einigen Setfrielen jetgen, wie man »on ber l)ier eben be* 
fd&riebenen SRetfyobe auä) mit Sewujjtfe^n @ebrau<§ machen famt. 

©efefct man wollte Sin nt mittetft ber gebauten SWetfyobe 
umformen; toätyrenb n ^ojttto ganj gebaut wirb, fo nntrbe 
man fxfy Sin nt al* ben Äoeffijtenten son x n einer unenb* 
liefen Steige benfen, bann *on biefer unenblt^en Steige felbji, 
nämli# &on 

1) S[S«*at.x Ä ] 

ju ber Munition 

a\ ' X'Sint 

' 1— 2x-Cosl+x* 

äurücffefyren, beren (Sntnridetung fte iji*), bann aber biefe lefc* 
tere gunftion auf« 5Reue entoirfeln (naü) ganjen Sßotenjen toon 
x); unb berüoeffijtent t>on x n in biefer neuen Sntwtdelung 
tfi bann notijvoenbig bem obigen gleid), fo baf* man nun Sinnt 
in einer neuen gorm auSgebrütft jtefyt 

Um bie (Sntttritfelung ber gunftion in 9t. 2. ju bewirten, 
netyme man juerft nad) bem potynomifd&en 8eljrfafce (|. 4 9t. 7.) 

K j b , (-2Ciwt)*.x» 

«+2b ss tt J 

SBeit aber (-4/+H- 1 = (-l)*+*(a+b)! m ) wieberum 

-inffi ~ (ft+ bf M = (a+6) » ip (Wetttt (a+b) > * ett 

b tot 33inomial*Äoefftjienten ber (a+b) ten ^otenj irgenb eine* 
SMnomium« ttorfieflt), fo getyt tyierau* unb tt>enn man no<$ mit 
x . Sin t multtylicirt bie neue gefugte (Snttoitflung $en>or, nämlidj 



*) Die«, bem Probleme bet ßnifcicfetottö öegenubet Iiegenbe Problem, 
»trb baö Problem ber „©«mmation ber Steigen" genannt, mit bejfen Ebfitnfi 
fcir un* im na<$|hn Äapitel bef^afHgen. 

VIII. 6 
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3 > l-2^t+*' =^t.s[(-1)>(a+b) r £^t)«.x^] . 

Stimmt man alfo nun tyierfcon ebenfalls ben Äoefjtjienten *on 
x n , fo erhält man 

4) Sinni = Sml-s[(-iy>(n~l-h) t >'(2Cosl) n - 1 -*~] t 

weites bie »erlangte Umformung von Sin nl tjt, wenn nur 
n pofttto g<mj gebaut wirb. 

gür n = 6 a. 23. $at man a+2b = 5, alfo für a unb b bie 
SBertye 

o, b 

5 

3 1 

1 2, 

■ 

«irt man ftobet bajer 

57» 6t = Sintt[(2Costy-A(2Cost)*+Z.2Cost]. 

gormt man bie gunttion in 9?. 2. vorder erß noc$ um, 

j. 33. in -r ^~Wi — £ o- v» unb entwidett man fie nun 

(l~x« Coj t) a + x •Amt* 

auf eine andere 2lrt, etwa intern man ben binomif^en Seljrfafr 
anwenbet tun 



5) [(i-x.Ctait^-Hx^fiwt) 1 ]"" 1 

f_iyfrf-i 
ju ermatten, wafyrenb — - — = (-1)* i|i, fo wirb man, 

wenn nur wieber alles nad) ganjen ^ßotenjen *on x georbttet 
wirb, eine neue Umformung von Sinnt fyaben. 

9Ran l)at aber für jeben befiimmten 2Bertty von b, aber* 
mal« na<$ bem ^inomiföen Sefyrfafce: 

(i-x.cfe#t)-»-* = s P"" 2 ^ 2 ^ 1 -"" 1 - (~i)< * x< . (Cm ty ]. 
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3>ie« tec$t* in 5.) fubjiituirt, giebt 

[<l-x«Cb# t)»+x* .Smt*]"" 1 

= S [(-1)*. (2b +y i+1 . (ß>* t)< .(Sm t)*> . x 2 *+<~L 

SWulttylicitt man jefct no<$ mit x.Ä»t, fo fyat man für bie 
gunftion in SR. 2. abermal* feinen %totd erteilt , unb nimmt 
man bann son ber Steige jur Siebten ben Äoefftjienten *on x n , 
fo gleit bie* in SSergleid^ung mit bev SR. 1. foglet<$ (toeii 
(26+2)^ = (2&+C+1)'!- 1 ifl) 

L 2M-c as n-1 J ' 

wenn n c ben SBinomiaUftoeffigienten — p tootfWft. ©o Ijat 

man eine neue Umformung tton Sinnt gefunben, roerat nur 
n jjofttfo ganj iß. 

gut n = 6 $. 9. }ai man toieber 2b+c = 5, alfo für 

B, c * 

He «Bertfc 5 

1 3 

2 1, 

«nb He <&lei$»n| 6.) girW ba}er 

&» 6t = 6 (Co* t) 5 . Sin t-20(Co* t)» . (JSin t) 3 +6Co* t. (Si* <) s 

= 2 Sin t • Co* t . [3 (Co* t) 4 - 10 Co* t* .<M» t» + 3(#m t) 4 ]. 

(£* ijt leidet auf bemfelben SBege eine gto*3ete Jlnjafyl t>on 
Seifafden aufljuffifyten. 



6* 



3tt>ctte* Äapitet. 

«Einige 3Ret$obtn b« ©ummaHon btt 8tei&e«. 

$. 15. 

©efyt man toon einer gegebenen allgemeinen (unenblt($en ober 
enbli<$en) Steige ju t>er gunftion jurüd, beren Ohttwidelung fte 
ijl, fo nennt man lefctere ifyre Summt*) unb ba* ©efääft 
felbji bie ©ummation ber (unenbtid^en ober enbli^en) gege* 
benen Steige. 

S. 16. 

(£8 ftnb un« aber im ©ebäd&tnif bie Summen ber einfach 
fien Steigen, nämlid) 1) ber geometrifd&en, 2) ber Sinomialreifye, 
3) ber logarit^mif^en; — ferner fmb un* befamtt bie Steigen, 
welche wir burdj 4) e*, 5) a x f 6) Sinx unb 7) Cosx be* 
jeidjnet Ijaben, unb bei benen wir biefe %tiä)tn felbji 
als ttyre „ Summe" anfe^en. (@. §. 4.) 

Unb ba jebe Steigen *ßntwicfelung, in ©leic^ung au*ge* 
(proben, fobalb mah in biefer ©lei^ung bie Steige juerfl ftc^ 
gegeben benft, au$ eine ©ummatton entölt, fo fonnen un* 
no$ bie Summen mancher anbeten JÄet^en befannt geworben fetyn. 

2)ie nad&fietyenben Paragraphen werben nun lehren, wie auf 
bereit* befannte ©ummationen anbere jurücfgefütyrt werben. 



*) 3|* He ffietye tmmertfö utib conaeröent, fo gebrauten fett jtoit be* 
EBorte* Summe, lieber ba* Sott „SBertb" ber ftetye, fo bafj »fr ba* 
©ort ©umme am Hebten nur im ©Urne be* ©orte* „eraeugenbe gunf* 
Hon" (fonetion generatrice) gebrauten. 
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8. 17. 

3ft aber bie Summe irgenb einet na<$ ganjen Sßotenjen 
von x fortlaufenben Stelle 

C +C 1 x4-C Ä x»+C,x 8 + ... ober S[C ft .x«] 

befannt, fo tyat man fogleic^ aud& 

a) bie (Summe berfelben Steige ober mit abwe<$felnben 93or* 
geigen (inbem man — x ftatt x fefct); 

b) bie (Summe berfelben Steige, wenn nur alle ©Heber mit 
ben geraben, ober nur alle ©lieber mit ben ungeraten 
^ßotenjen von x genommen werben (inbem man bie beiben 
vorgenannten abbirt ober fubtrafyirt); 

c) bie (Summen ber (entern Steigen, weint bie ©lieber nod) 
abwed&felnbe 5Borjei<#en tyaben (inbem man x-i Patt x 
förelbt). 

d) U. f. w. 

$at man alfo gefimben 

1) S[C ft .x«] = T Xf 
fo tyat man nod) 

2) S[(-l)«.C a .x«] = f_ x 

3) S[C 2b .x*] = Kt+f-x) 

4) SCC^.x^ 1 ] = Kt-U) 

5) S[(-l)*. <Vx»] - i(f x .i+U.i) 

6) S[(-l)*.C« +1 .x^] = ^-(ti-f-xi) 5 

u. f. W. f. 

(Sollte alfo irgenb eine ber Steigen 3.-6. »um (Summiren 
gegeben fetyn, fo würbe man verfugen, ob jidfi nit$t bie ©umme 
ber Steige angeben laffen werbe, welche nac$ bemfelben ©efefce 
gebilbete ©lieber tyat, aber alle *ßotenjen von x enthält, b. fy. 
ber Steige 1. ober 2. 

fittrr alfo *. 93. §it fttntmfrett bie Stetye 

x- ix» +** - -♦*' + ••• 
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fo »firbe man nnter bttt »entgen <EIfmentAT-9tdt»rn foglettfr bte logarifymiftye 
alt btejenige erlernten, bereit ©Heber baffetbe ©efefc befolgen, nämli<$ 

x-|x 9 +%x»-£x*+Jx 5 = /og-(l+x); 

baran* tourbe man folgern (inbem -x fratr x gefegt »trb) 

-x-*x»-*x»-£x*-ix 5 -... = %(l-x); 

baran* folgerte weiter, fobem man fubtra&trt, 

nnb »efl unfere oben gegebene fRttyt nodji abtoe^felnbe 2Bor$ei$en $at, fo 
Würbe man n«n no$ x.i ftatt x ftyreiben, nnb man crfyUt 

* 

nnb fo ffobet flcfr bte gegebene 9W$e fummirt, wtyrenb an* 

e" 1 =5 Cosz+i.Stnz 
no(| e"** 1 = Co* z— i • 5i>* z , 

A.MM p2al _ O tt Z+i« Sil» Z _ 1+i-TgZ 

» oI « lu * e ~ äsz-i.Sinz ~ 1-i.Tgz 

alfo z = 2r- /0 o°T-i7Th' 

b. f. frerborgety, baf gf • A #jZiij diejenige logarifymtföe SunWon »on 

i 
x ift, wel<$e wir bnr<$ ttt-x beactdp.net i)aUn unb tx>elc^e in Aretg.x 

übergebt, fo oft x reell ift unb man überbfef weijj, bafj ber llefnfre 
(»ofttfoe ober negotii? r) Sogen genommen werben mnj}. (Sgl ftnleitg. §. 10. 
nnb Knitterig. *u §. 11. ber ßinleitg.). 

%lt |Weite« «eiftiel nehmen wir bte «Retye 
m,.x-m a .x 5 +nvx 5 -m 7 .x 7 _|--" fc (r sQ-l^m^^x 2 *" 1 "^, 

»el^e nnter ber 23orau*fe$mtg fnmmtrt werben fofl, bag m 2a+ i S3(no* 
mtal-floeffljienten ftnb (ber m*» «potenj eine« Sinominm*). 3n biefem Snfle 
wirb man baranf {itogewiefen *on ber ©fnomialretye aufyua^tn b. (. *tn 
ber ©letynng 

l+m 1 x+m a x 9 +m a x 8 +m4X 4 +m»x 5 +— = (l+x) m ; 

barin -x fratt x *u fegen nnb bie nene ©leti&nng bon ber alten |u fub- 
tra^iren; bie* gtebt 



r 
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n+xV 1 — fi— *) m 

ni^+maxHmftXHnaTX 7 ^»»« = — - - ■ * — 

fBeü aber bie ju fummücnbc SRetye abtoecfcfelnbe $or)ei$en $ai, fo ttirb 
man no$ x«i ^att x fefcen; bann erhalt man 

«. « 7! (Hx.i) m ~(l-x.i) m 
m l x-m s x , +m5X*-in f xH«" = — ^-k^ ^— * 

fo baf man nun bie „©umme" ber gegebenen 9ttt^c gffunben $at. 

Dabei ift jebo$ ni$t ju überfein, tag »enn m (pofitfo ober negatta) 
gebrochen fcpn foflte, bann »on jeber ber mfr» $otenjen jur Steckten nur 
ein einiger bejHmmter ffiertb genommen »erben barf, nnb bafj , toel$er 
gwabe genommen loerben mfiffe, in febent befonberen gaUe no$ ju unter* 
fut$en bleibt. ' 

«. 18. 

Äeratt man bte Summe itgenb einet enblittyen ober unenb* 
liefen Striae j. ». 

1) S[C a .x«] = f x ,' 

fo lann man batauS fogletd) bte ©ummen bet beiben, au$ eben 
fo vielen ® Hebern befleljenben (alfo enbli^en obet unenblictyen) 
Steigen 

2) S lC ü *x*l Com ai] unb 3) S[C a .x ft .«»at] 

aMetten (beten ©Hebet au$ no<$ nadj Sofinu* unb ©hutft bet toiel* 

fa<$en Sogen fortlaufen). — ©efct man namliä) — -^ 

unb jp flatt Cosai unb Sinai, fo gerfdUt jebe 

bet beiben gegebenen Steigen 2.) unb 3.) in bie Summe obet 
3>ifferenj jtteiet Steigen, toeld&e genau toie bie f.) flnb, abet 
entwebet x*e t#l obet x*e~~ ui fiatt be* bottigen x, getrieben 
enthalten. 2lu$ 

1) S[C ft .x«] = f x 

geljt batyet fogleid) l)etfcot 

2) S[C*. G» al*] - «£**+{«-«) 



1 
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«nb 3) S [C. • 5«. at . x«] = 1 • ( f x . eW - f„- M ). 

©o brannten wtt in btr Sfomttffl. ju §. 14. bie ©umme btt Steige 
x • Sin t+x> . Sin 2t+x» . Ä'/i 3t+x« . Sät 4t+ ... } 
»ir fuc&ten b<i$er bie ©umme brr einfacheren (geometrifc^en) 9te$e 

x+x a +x 8 +x*+ — X 



1-x 

wnb bttbeten barau* foglcici? (na$ 3.) 



1 / x.e w x.e"* 1 * 1 \ 

unb bieder ledere SfaSbrucf formte {t$ bann fogleicj um in 

1 x.(e*-e- tt ) x.S iwt . 

sr • rrs — t-itt b. o. tu — A — s — >> — rrzr « »w wtr ton 

2i l-x(e tl +e ti )+x a l-2x.Ctot+x* 

angegeben fyäbtn. 

SDabei fonnen natürlid) in 1.— 3. bie Äoefjtjtenten C , 
Ci, C 2 , C 3 , k. ganj beliebig, mithin t^eilweffe au# SRutt 
fetyn, fo bajj baS gelehrte aud) amoenbbar ift auf bie gdtte, 
wo entweber nur gerabe ober nur ungerabe *ßotenjen \>on x 
fcorfommen foKten; u. f. w>. 

8. 19. 

3Ran tarnt au<$ babur<§ eine gegebene Steige auf eine an* 
bete bereit* fummirte jurücf führen, baf man felbige ein ober 
einige ÜÄale bifferenjirt ober integrirt. 

Setfpiel 1. 3fl j. 33. ju fummiren bie 9tetye 

1) X -| X 3-|-^ X 5_| X 7^| X 9_ in in{f 

fo getyt fie # wenn htan folc$e na# x bifferenjitrt, in bie geo* 
metriföe Steige 

2) i_ x i-l. x «_ x «+ x 8_. in inf. 

über, beren Summe = -rrr^ W- 8folflH# *f* ^ e Summt 
ber Steige 1.), ~ # /iX"~ä ,dx ' wentt matt ^ c Gwftoirt* jum 
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3ntegral fo nimmt, baf lefctere* mit x = jugleitty ber 9M 
gleich toirb; unb fo finbet ji$ wieberum, wie furj fcorfyer f#on, 

bie Summe ber gegebenen Steige 1.) = ^-x. 

»eifaiet 2. 3ß )U fummiren bie unenblid&e Steige 

1111 

3) x-g ¥ x»+^ I x ft -^ T x 7 + g i x 9 - in inf. = f x , 

fo ergtebt fid^ # wenn man bifferenjiirt : 

4) 1— ^x'+yx'-yx'+lx 8 - in inf. = 8f x . 

2)a*mal iß aber bie (Summe tiefet leiteten Steige nidjt befatmt, 
bodfc ba$ xfa$e berfelben (naä) SBeifp. 1.), fo baf man erhält 
bie @leic$ung 

5) x.8f x = ^x, b. f. f x = /" (±.^. x ).dx*), 

in fo ferne bie burd) ba* 3ntegriren eingeljenbe Äonjlante fo 
benimmt »erben mufl , bafj f x = wirb für x = 0. 

5>iefe« 3ntegriren in enbli<$er gorm iji aber ni<$t auÄfüfyr* 
bar, fo baj? bie Summe ber unendlichen Steige baömat nur 
föeinbar gefimben iß. 

SSctfptel 3. 3ft ju fummiren bie unenbli^e Steige 

6) l-2x+3x*-4x»+5x 4 -6x*-f in inf. (= f x ), 
fo integrire man fle unb man credit 

7) * x-x*+x 3 -x 4 +x*-x e + in inf. (=/f x .dx); 

unb ba biefe leitete (aW geometriföe) 9teifye bie Summe t-j— 
fyat, fo fyat man 



*) 3p /T'.dx = (p f ö *c|eic$ttctt »fr b«r$ / f*dx bie ©ff. 

fcrrii} v ~<P , »el#e für x = a ber 9luH gleich ftirb. Sgl ©jjjlem 
b. Wafy IV. 3$. f. 157. 
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tt>el<^e6 tote gefugte ©umme ber Stetye 6.) ijt 
' m tji natürlich, baf, wenn bte 9teil)e 

9) x-2x*+3x*-4x 4 +5x* 

fyätte fummirt werten fetten, man fle sorfyer bur$ x btotbirt 
tyätte, um eine Steige ju erhalten { bte auf bem eben betriebenen 
SSege fummirt werben fann. 9Wan fyätte bann bte <5xxmmt ber 

9tetye 9,) erhalten = y±iy • 

©eifpiel 4. 3ft enbltdj ju fummiren bte enbltdje Steige 

10) x+2x* +3x*+ ... +nx» (= f x ), 

fo fyat man, wenn burety x bfoibirt unb bann tntegrirt wirb, 

11) x+x*+x 3 +x*4- ... -fx* (= t /][Y' fx )' dx )- 

2)icfe " geomettif^e SRetlje 11.) gtebt aber, fummirt, — y-- — 5 

folglidj fyat man jur SefHmmung ber gefügten ©umme f x bte 
©leid&ung 

worauf jtd) ergtebt bie Summe ber SRet^e 10.), namltc$ 

. x^n+^.x^+^nx^ 2 AX 

Ix ~ (1-x)» ; ' 



*) 2Btr $aben na$ ßuler in ber 9?otc ju §. 14. bte Gummen ber 
(numeriföen nnb conöergenten) Stei&en ber reetyrofen $oten*cn mit gera* 
ben ßrpünenten in bie 3«W tt anSgebrüdt gefunben. $faf bem tyter oben 
betriebenen SBege fann man nnn bie (Summen ber rectywfen dtttytn, mit 
(geraben unb) ungeraben Grponenten jtoar nic&t flnben, aber in bejHmmte 
3ntegrale attSbrfiäen. — Sin* 

1) l+ix + ix' + }x 8 +{xH in i f. = -i-%(l-x) 

1 / i 
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§. 20. 

35a* im 8. 19. nur betfoieWweife angebeutete SBerfafyten ift, 
allgemeiner unb befttmmtev ausgeflogen , (ad Wactyjiefyenbe: 
Um bie Steige 

I- . S[C Ä .x«] (=f x ) 

ju fummiren, mufl man jte fcovfyer mit px r multtyltciten, batet 
aber p imb r unbefitmmt laffen, — bann bie nette SRetfye 

IL S[pC a .x r + Ä ] (=px'.f x ) 

entweber integriren ober btffetenjiutn, fo baf man evfyält ent* 
toeber 



folgt namli<$, toenn man tntegtirt, 

2) x+ix' + ^x»+ix*+ix*+ininf. = f^± . h g ^ 6x. 

Dfoibitt man tratt tiefe ®lei($ung tomfr x unb tattfltirt matt auf* Wette, 
fo fltrtt Me« 

3) x+lx' + ^x»+px« + ix'+... 

85Jrt man fo fort, Jebe e^aUene ©Teilung mit x $u bfoibiren itnb bann 
ju integriren unb fefct man |ulefct in allen biefen ©letd&ungert linfe unb 
regt* (aber natürlich erji na$ ganjliifc »oUenbet gebauter 3ntegra)ion) 1 
jiati x, fo $at man bie SBertye ber fRttytn ber reetprofen ^otettjen, auf 
bet testen &t\\t (fotoo^l bie mit geraben al* an$ bie mit ungeraben ©rpo* 
nenten) in bejHmmte 3ntegrale auGgcbrittft, bie $t»iföen ben (Brennen unb 
1 genommen ftnb. 

©o giebi §. ©. bie 3.) für x = 1 

©fr tfnb aUx Joeit baoon entfernt *n*une$men, bafj babut$ bet SBerty bei 
9te9r |ur fctolen ftfrflty gefunben wart, in bem ®inne ber obigen Definition 
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m - s [7^rr' xH " ft+I ] (=/px r -f,-dx) 

ober 

IV. S[(r+a)pC ft .x^«-*] (= 8Cpx'.f x X)5 

gulefct aber toirb man tf serfuctyen, ob ni#t bie imbefiimmten 
p unb r fo bejiimmt »erben fönnen, baf eine bet Steigen (III. 
ober IV.) als eine bereite fummirte erfannt, ober bie 9Rogli$feit 
ifyret Summation gehofft wirb. 3ji n&mli$ q> x befannt al* 
bie Summe ber Steige III. ober ber Steige IV,, fo fyat man 

enttoeber bie ®lei<$ung <p x = /px r .f x .dx, 

alfo f x = ^r-9yx 

(unb in biefem gaUe ift bie Summe ber Steige soUftönbig ge* 
funben) 

ober man fyat bie @lei<#ung q> x = 8(px r -f x ) x , 
alfo f x = r3r-/? , x*dx 

totm in legerem integral bie eingefyenbe Äonjtonte fo beflimmt 
wirb, baß f x für x = auf ba* aDererfie ©lieb C bet 
gegebenen Steige I. fl<$ rebucirt. 2)iefe Sntegration toirb ft<$ 
aber, in enbltctyer gorm, feiten ausführen lajfen. 

SBir »ollen bie« SBerfafyren no<$ an folgenben SBeifoielen 
erläutern : 

Seifpiel 1. ©efe&t e6 wäre ju fummiren bie enblit&e 
Steige aon n ©liebern 

1) S[(a+cb).x«+^l») = f x , 
fo würbe man mft px r multtyliciren unb integriren unb erhalten 



*) ©fefe tmteröefe&te (Steigung c+b = n-1 brficft nu$t* anber* au«, 
al* baji c alle SBertye 0, 1, 2, 3 MI n-1 $at, aber feinen großem 
SBerfy all n-1 Sabril lann, »eil fonf* b negaH» »erben »fttbe, toat 
gegen bie, übet bie Meinen beuif$en öngfUben ein fft* allemal 
gemalte Ännabme fe^n »fitbe. 
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dx. 



9hm würbe man 3tyfo unb Reimet einanbet fllei<$ ma$en für 
ieben SBettlj *on c (babutety, baf man einjeln bp = ß unb 
ap = r+l+a nimmt), tootau* 

3) p = |- unb r = ^-a~l 

tyetfcorgeljt. Sie Steige 2. ifi nun Mof eine enbli^e geometti* 
f<$t gleite, beten ©umme 

= X r4 - 1+a • -j a— = X b • 



1-x* " 1-x* 

gefunden wirb. SRan tyat bafyet mm 

b / — 1— x* n \ 

wo r ben obigen Sßettl) (au8 3.) tootjleKt, fo baf bie Summe 
f x »olljWnbig gefunben ijt*). 

93eif!piel 2. 3jt-abet ju fummiten bie enblid&e, aud n 
©Uebetn bejietyenbe Steige 

1) S|-4ttk-|--x, 






fo mu$ man mit px r multtyßdten unb bann biffetenjüten; 
man erhält bann 

2) s \ V( t +°+ c P\ x t-i-*+*] = 8(px'.f x )x. 

L a+ c + b = n-l J 

Stimmt man nun /Jp = b unb pr+pa = a, fo baf bk 
Steige 2.) eine geomettifd&e nritb, iljre (Summe alfo 



= x'- 1 -^* • 



1-x* ' 



*) $ie$er Ö^ort bie im 4ten 33etfpicl ju §. 19. fummitte Steige. 



94 & b. ©iimmation b. Sfctyttt. aap. II. §. 20. 

fo fyat man, ba P = -5- unb r = a ^T" g ifl f 



aS 



»(px'.fA = x> . -J * 







fobalb man bie £onfi ante gehörig bejiimmt, fo namltd&, baf f x 
bcn SBeitl) bei* Steige giebt für trgenb einen beftimmten gege* 
benen SBettl) fcon x. 

3n biefem SBeifpiel fann man natätli$ bie gegebene Steige 
ntd)t e^ev für fummirt galten, atö man nid&t ba* 3ntegtal, ju 
welchem man geführt witb, angeben fann. 

2lnmetfg. 1. (£3 ift lefdjt einjufetyen, baf man auf bie* 
fem SBege bie Summen bet 9ieil)en 

S[(a+cb)(at+cbi)-^, SKa+cbXat+cb.Xaa+cbO-x'] 

u. f. f. (fte mögen alö enblictye ober afe unenbltd&e gebaut tter* 
ben) auf bem SBege be* 2)ifferenjtiren6., alfo oI)ne aUt $inbet* 
nijfe witflid) witb ^evflellen fonnen, baß man aber bie Summen 
biefet anbeten Steiljen 

S LCa+cbXa^cbx)] ' S [(a+cbXaj+cbJCaa+cbOJ 

u. f. f., unb bafyet au<$ biefet anbeten Äeifyen 

»ßg-4 $**&$***! 

nur wirb butdj integrale auSbtücfen, welche f<$einbat enbli^e 
ftotm fyaben, welche aber nidjt* bejio weniger nur in Sludnabm*» 
fallen roftflicb (al$ algebtaif<$e ober ttanScenbente gunftionen) 
in enbti^et gotm fyetgejieUt werben ffotnen. 

Slnmetfg. 2. ©ulet finbet nod^ für bie Summe f x einet 
b9petgeomettifc$en Steige (wie et jte nannte) f namlify bet 
Steige 
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s[/W-.*] ober s[^-.*], sf^], s[|£-.x<] 

u. f. tt>., inbem er jte auf bie analoge SEBeife f wie Ijier in §. 20. 
ju fefyen, fceljanbelt, eine ©tfferenjtaUOleid&ung, beten 
Sntegration aber ebenfall* nur in feltenen SluSnaljmSfällen bur<$* 
geführt »erben fann unb bann für bie ©ummation felbft tton 
feinem SRufcen iji*). 



*) 3u tiefen ^eröeometriföcn Steigen gebort u&rifien* au<$ bie <$nt> 



m 



„? = . [(S_ j] • 



fcfdehtnj »ott (l+x) n ; kenn e* {ß 

\n/ _ ro(m-n)(m-2n) ... [m- (B-l)n] _ m**""* 
61 ~" n • 2o • 3n ... bn ~~ n &|n 

I. (1+x) . = s pL-^.^J 

«nb 

IL (1+x) " = S [(_l)*3_.x*J , 

mfyt U\H Äeifren ju btn *Un <mfee|ä&lten totwöeomefrif^en Vitien 
öftren. 

ffiare olfo ju fumnriren bie ^^crgeumehif^e STet^e 

b. |i. bie $e$e 

<> ••[•£•*•]. 

f« feürbe man foßIei<$ -z (toü x* fe$ep unb ehalten bie Sfttfte 

s [H)'-^--«*" 
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Sluf tiefem 9Bege findet man 

l.x-^Ix'+Slx'-^x'+ölx»- k. 

*. $. S [(-!)' •(c+l)!x'+ 1 ] = -jLe 1 *. C e- 1:x «dx. 



X-5-0 



§. 21. 

fßatfettal fieflt nod) folgenden ?el)tfa|j auf: SBenn bic 
Summen f* unb g> x bet Sieben 

1) s[A e .x<] =f x unb 2) S[ß c .l] =^ 

belannt jinb, fo ijl bet äBertl) ber aW confcergent »orauftgefefttm 
Steige 



beten ©umme (na<$ 11.) foglci^ befannt, namfofc = (1+z) * feyn »ürbe. 
Wart fcätte alfo gefunben 

3f* alfo 3. 93. )u fummiten bie fRttyt 

n u' 1 x '+ 1-2 x, + ! ^ 5 X V 

b. (. bie Retye 

T 1*1 2 x 2 * +1 1 

4 > 8 hw"wJ <=« 

fo totrb man ffe na$ ben SS. 19. 20. »or allen Dingen biffeten}üten unb 
ermatten bie typetgeometriföe SRei^e 

beten ©umme (l-x*)'"* toit fo eben (in 2.) gefunben fiaben. 8If« 
$at man 

6) ** = f ■w^' ix = ii*> 

** x-t-0 r 

b. $. bie Summe bet gegebenen nnenbli^en Retye 3) ifi biejenige fogatüfk 
miföe gunftion »on x, beten ©inu« genau x felbf* iß. 
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3) S [A«.B ( ] = 2ifJ (u ' 9>* + le-«'<P t -ui) ' du. 
Denn tt i$ 

f x -y I = s[A 4 .B i .x«-»]; 

f nl . Veni = S[A 4 .B t .e<«-^] 

= S[A 4 . Bj . Cos (o-b)u] + i . S [A 4 • Bj . Sin (a-b>].. 

Sntffltfrt itia« nun btefe« SRefuftat na$ u jaiföen bett ©renjen unb », 
fe|t man bann -i flatt i unb «bbitt man bie dttfultate, fo $tbnt fi$ bft 
jttritm Stiefle (tvtltye i jum Softer $aoen) tvrg »nb man tr&SU jwm 9tcfu(tat 

2S |"A t .B t . &W y> » ^[+2S[A t .B,. a ]. 

füra>b f flra = b 

Ort babunj <fi bet ®«$ etttfeftu, weil ber tr(Jett $$cfl bitfn latent 
Summt = i% t 

§. 22. 
3(1 von einet ju fummitenben unenbli<$en Steige 

bad refuttente ©efefc fcefannt tmb i|i folt^ed (ine Ar b. ty. 
»Ott bet giotm 

C»+d.C n _ 1 +/?.C n _ !! +y.C 11 _,+ ». +|U.C n _ m = k n *), 

fo ift bie ©nmme biefet 9Wfye aflemal 

k n +k,.x4-k,-x I +k,.x»+ 



• •• 



l+a-x+/J«x , +yx , + ••• +/w.x m 

(93fll. Slnmetfg. 2. ju §. 1.), tontyrenb allemal k = C ge* 
nommen wertest muf . 

IJJtan fann atu$, xomn man will, um Vie SBevt^e t>on k Ä 
in bem rehtwenten ©efefce ft<$ garniert beföromem, fot>afman 



*) 9luf tiefe gorm fann man aber bte ©leid&ung <mfy bann brttigett^ 
ttrnn C n felbfl no# einen Äoefpj<ettten p tyaben foflte, »eil man fte fofott 

fcur$ p toegbfofoirett fann. 

VIII. * 7 
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nur bert Stornier be* 33ruc$e$ fennt f bann aber ben StyUx ^^ 
bur$ baju flnben , baf man il)n mit unbejiimmten ßoefftjienten 
annimmt, ben 33ru$ entwicfelt, bie (Sntwidelung mit ber ju 
fummitenben Steige *erglei$t unb bann au* biefcv 5Berglei#ung 
bie sorljer unbejiimmt gelaffenen Äoefftjienten k , k u k 2 , k 3f — 
bejiimmt. 

<Be $at man bie €• imune ber geometrtförn JRetye 

weil |ie eine Tcfitrrente s£C A «x ft J mft btm QJefefce 

C^C,,^ = »rtb . C # 3= 1 c= k <fi, <möeuMfdlidfi sr -^ gefttifte«, 

toa&renb bie ffiefte 

x » +x 4+b +x a+2b + x a+8b + .., 

inbem mm x* (erauftfeft imb x b =* z f*$i, <ntf bfefeltt, ftifflftt «ftf 
x»(l+z+z'+z' + ...) = x ft . ^ = -J^- 

81 nm et Ig. Auf biefetn SBege Wnncn uamfntlkfr an<$ alle 
Steigen S[C«x ö ] fummirt werben, in benen ber Äoefftjient 
Ca iv^enb eine ganje guttftiou be« 3**flw* a iß (alfo eine 
ber formen 

a+öb ober a+ab-H**c ober a+ab+a *c-±-a*d, 

u. f. w. f. fyat), weil (wie foater au* §. 62. fcertoorgety), wenn 
C a in SBejug auf a fcon ber (ro— l) tfn Drbramg iß, bann 
aüemal 

C Ä — nii «011—14-03 a*C B ^2~-m a »C Ä _s-f- ••• iC n -« — 

fe^n wirb (fo lange nur n>m gebaut iß), wttytmb m<, w 1f 

m a , ic k. ©hioimaI#Äoefpjientfn twjiellenj — fo fca$ ber 
Kenner >n gefugten €umme 

1— miX+niaX*— m a x 3 + ••• ±x m b. I}. (1— x) m 

fe$n wirb, wäfyrenb ber ätykt bann no<$ auf bie oben bef<$rie* 
bene äBeife baju gefunben werben muß. 



i 
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3u tiefen [eueren Meißen geljfaen aber w^Ämim ritte feie 
Steigen *on bei: gorm 

S[(a+cb)x'], ' «Kt+AXii+A.«» 

8rCi+e*)(«i+*i)(«*+cb»)x*3f *. k. 
beten ©ummation (na# $lnmerfg. L ja $. 20.) tu$ mfitefft 
bee 5Berfal)ren$ bei* %%. 19. 20. bett*rfftefligt »erben fann. 

§. 23. 

(Snblicf) iji leidet einjufelpn, baji man au$ bie Summe 
einer enbli^en unb refiirrenten Steige finben faim, alfo $. SB. 
ber SRet^e S[C a x a ], wenn man fte nur bis jum ©Hebe C n x n 
genommen benft, — weil We übrigen ©lieber 

Cn+i*x a ^ 1 +C n+ 2*x n +* 2 +C n+ 3*x tt + 8 + in inf. 

wieberum eine unenblicfye refurrente Striae böben, web$e bttjflftöe 
©efefc befolgt, beren „Summe" alfo wieber gefunben unb von 
ber Summe ber ganjen Steige fubtratyirt werben fann- 

(§3 fety j. 35. no$ einmal ju fnmmiren Me refurrente unb 
enblid&e SRei^e 

1) x-H2x»+3x 8 +4x*+ ... +pxP. 
S3erglei<$t man fte mit ber SReifye 

2) C +C 1 x+C a x 2 +C 3 x 8 +C 4 x*+ ..., 

fo fyat man C = unb in fo ferne bie Äoefftjienten bie 
gorm a+ab fyaben b. 1). eine aritfymetiföe SReifye bilben, fo 
fyat man ba* refurrente ©efefc 

C tt ~2C n _i-}-C n _2 = 

wenn n>2 i|i, unb aufietbem nod) Cj— 2C = +1 =ki> 
WÄ^renb k « C » iji. SRan tyat alfo k » 0, 
k! = 1 unb k n — für n>2; bie (Summe ber gege* 
benen, aber unenblid) gebauten 9?eifye 

x+2x*+3x 8 + in inf. 

ijiba^er - T^F = ä^' 

. . 7* 



* j'j 



y , .# j •* 



^ * 
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;. $ic unenbfl<$e Striae, roelty tue na$ beut p*» ©liebe 
folgenden ©liebet bilben, ifl nun 

3) (p+l)x p+1 +(p+2)xH- 2 +(p+3)xP+»+ ... 

b. $. x^.[(p+l)+(p+2)x+(p+3)x^+ in tat} 

SBBivb nun biefe eingeflammevte Steige mit 

C +C l x-J-C a x*+... 

»etglid^en, fo t)at man wiebetum 

C n — 2C n _i-|-C n _2 = 0; 
, # 

fo oft n>2 iß; aufierbem aber finbet ftd& 

0,-20, =^~p «k w 
»dtytenb k = C = p+1 iji. 2)ie Summe biefet unenb* 

lic^n 5Re«>e (3.) ijl ta^et « ^ff } 

folglich ifl bie ©umme bet enb liefen Steige 1.) 

x—Cp+DxP^+px^ 3 

b. 1). getabe fo., wie wir biefel&e im 4ten Seiftriel ju $. 19. 
auf ienem SQBege ebenfalls gefunben fya&en. 



©ritte* Achtel 

(Einige Äennieicjen .ber Genbergenj ber ftei&en. ©on ben 
(©ummm») äBert^en conbergenter SKeiJen. 

8. 24. 

©o tt>fe man ftdjf ade ©lieber einer unenblic$en Steige alt reelle 
ober imaginäre 3iff*nwertfye benft (al(o t>on ber gorm p+<H> 
n>o q = ober q nic$t 9?uH fetyn farat), fo iji bfe 9tetye 
nic$t mefyr allgemein, fonbern eine numertfetye. — 3ji nun in 
einer folgen numerifäen Steige ba$ ©efefc be$ gortfd&reiten« ber 
einjelnen ©lieber (bi$ in$ Unenblictye) ttorljer genau fejlflejiellt, 
fo wirb bie Summe ber n erfien ©Heber eine gunftion *on n 
&on ber gorm S n ober au<$ &on ber gorm P n +On-i fetyn, 
unb e$ wirb biefe Summe ber erflen n ©lieber ffir n = od 
1) enftoeber unbefHmmt *), ober 2) (reeH ober imaginär) un* 
enbtic§ grojü (@. (Sinleitg. §. 15.), ober 3) (reell ober imaginär 
aber) enblicty fe^n **). — 3n ben beiben erßern gdUen wirb 



*) @o ijt §. 35. in ber unenbltyen fRttyt $[Cosat] bie ©umme 
ber erfreu n ©lieber (na<& § 18. ffir x = 1) 

- JL 1- Cot t-f Cos (n-1) t~ Cos nt 
~ 2* 1-Ctot 

unb biefe ©nmme toirb unbefHmmt ffir j eben numeriföen SBerty bott t, fo 
tote man n = ao nimmt. 

**) 2Benn »ir fagen: eine gunftion bon n, nämlty S n (ober fc n +Q n «i), 

neunte für n = oo einen befHmmten unb enblUJen üBerfy an, fo &er|h$en 
»ir barunter, baß r* einen befHmmten SBerfy A (ober B+Ci) giebi, bem 
ft$ S n ( obft P n+Qn Ai ) * e ß° w $* **&***/ f e g*3f« n genommen toirb, 
unb jtoar fo, baf ber Unterfäieb S n -A (ober P n +Q tt ri-B-Ci) für 
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■ 

\\t numerifäe Steige eine bittetgente genannt unb mit einer 
folgen iji feine weitere „SRectynung" mogli<$; fte iji eben fo ein 

im Äalfol unjulafftgev 5lu*brucf, wie -jr, logO, 0°, u. 

bgl. m. — 3m britten %aUt bagegen fyeifjt bie numerif($e Sletye 
com>ergent unb ba«, wa* aus ber (Summe 

S„ über Pn+Qn'i 

ilper n erflen ©lieber wirb , fo oft man n *= oo nimmt 
(unb pofitfo ganj) ^efpt ityr ©nmmenwerify ober f<$lec$tyin 
ip Sßertl), ber entweber reell ober imaginär, aber t>on ber 
ftorm p+q-i iji. — 21u# in biefem britten gaHe wirb mit 
ber unenbttc^en Steige alt fol#tr, b. I). M fform nidjt weiter 
„geregnet", fonbern nur mit xfjx ate bem JRejyrcifentairtm tfyrrt 
SBert^r«. 

2>anadj ftnb bittergent bie nnenblictyen [Reihen 

S [Cos at] unb S [Sin at] 

für ieben numerifd&en 2Bertl) son t, ber mc$t = iji. 
gernet iji bi&ergent bie geometrifctye Steige 

S[fc.x*] b. \). b+bx+hx*-}-bx 8 + itt inf., 

fo oft x>i; bagegen iji biefetöe Steige con&ergent, fo oft 

x<rl ifl, wenn au<$ üon ber 1 um no# fo wenig (aber etwa* 
enblid&e«) fcerftyieben; benn eö iji bie 6umme ifyrer n erflen 
©lieber 



1— X 1-x 1— X 

x n 
unb toon biefer Summe wivb berjweite T^eil b , 

(für n »= oo) felbfl unenblicfcgrof , fo oft x>\ , tmb unenbHdfc 
Hein, fo oft x<l iji; für x = 1, wirb bfe ©nmme wn 
n ©liebern ber 9MI)e b+b+b+b+b-J- ... = bn, folglich 
mit n jttglef<$ unenblicfcgrof . 



n = cd, iutenblt<$ -fleht Wtrb^ b. &. Weiner ttodji d* jebe tio$ fo flem ^ 
U$lt, ab* er ftcfttmmte (reelle ober {mtginfrt) 3<^I. (<S. (Stirleitg. §. 15.)» 
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JDUfelbe Steige S[b*x*] ijl aber auä) cwtfcergent ober 
btoergent für Jeben imaginären 2Bertlj 
x » p+q*i. » r^- 1 =. t*(Cos*p+i. Sirup), je nähern ber 

9Robut r be* imaginären SBertye* (alfo +yp«-|-q*), <1 

ober >1 iji, eben weif 

x* T**(CQsn\l)-\-\*Sinn\p) 



a«to^Mw**M 



1— x 1 — r(Cw V+i • «6» V) 

für r:>f tmenbfi<$*grof$, für r = 1 imtefümmt, unb für 
r<l unenbli^flein wirb, fo oft man n = <x> |t# benft. 

*. 25. 
(Sine unenbli^e Steige 

Uo+ u i+ u 2+^3+ i» inf. 

V 9 Ätt J 8*wifi btoergent 

1) voemt ba* n ,e ©lieb u ü für n=»co nidjt unenb* 
licfcfletn ijl; — bagegen lann biefe* ©lieb für n =■ oo unenb* 
Udj*flein werben, unb bie gebaute Steige iß behalt noty nic$t 
noifywenbig coiwergent. 

©o tfi h- $• bie &armonif<$e ffletye 

T + aTb + alW + OT + i^b + ,n inf " 
Mnir a rreS imb b p*ftsi* und tonten, bfoergettf, rt%Ui$ bot n*« $Ittb 

fftr n - a>, tweHMtc^Hefit &frb, ba bie ©trmnu bei na^flen n ©Heber 

1 1 1 1 

a+(n+l)b + a+(n+2)b + a+(n+3)b + "* + a+2nb 

jebtnfafl* gt&fer als ba* n fa<|e be* lefcien (ftenjkn) ©liebet 2flb , 

fc fc. gr&fcer al* g . b. $. grifft alt — — — ip, alfo bie 

*T*n» — + 2b 

n 

©umrnc btef er n ©lieber für u = x>, >^g b. $. nt$t untMity'tim 
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toirb, tot^afb bie ©umme bei erjlen n ©Heber für n = go feinen bejKmm- 
ten enbHcfcett SBerty tyaben fann. 

Ueber^au^t jtebt man ein, baf bie Steige allemal bioergent 
fetyn muf 

2) wenn bie Summe aller übrigen ©lieber, fcom n tfB ab 
geregnet, für n = ao nic$t unenbli$*flein wirb. 

3) (Sine unenblic&e Steige iji aber ganj gewif conwgent 
ober btoergent, wenn fte tton einem bejiimmten r tett ©liebe 
ab con&ergent ober bfoergent iji, b. b- wenn bie übrigen ©lieber 
bi$ in' 3 Unenblic^e fort eine neue Steige bilben, welche contter* 
gent ober bfoergent iji. 

8. 26. 
Dagegen iji eine unenbli^e Steige 

Uo—Uj+Ua— Uj4-U4— in inf. 

allemal com>ergent, wenn fte son einem bejiimmten ©liebe u 
ab, immer Heiner werbenbe reelle ©lieber §at unb abwed&felnbe 
iBorjeic^en. 

Denn U bie Steige auc$ fo 

(u ~u,)+(u a -u 3 ^+ in inf. 

unb au$ noä) fo 

Uo-(u,~u 2 )-(u 3 -u 4 )- in inf. 

fjefcjrieben »erben Jann, fo iß, ba jebe ber etngeflammerten Differenzen (ber 
Boran$fe|ttn(5 öemaf) pojitfo tf*, bie Stimme tyrer ttnenbltdfr Helen bliebet 
ofenbar >u -u, unb <u ; alfo Itc^t tyr ©ertfc jtoiföen bBflig benimm* 
ten ©renken. 

8lu* biefem ©runbe iji bie Steige 

s [<- 1)4 -i]' ttämtid > , -T+l-T+T-T +ittinf - 

eine con&ergente; unb tyt „SBertb" iji =%2, ba bie Steige 
fit; %(l+x) für x = 1 in bie ttorliegenbe numertfdje JRei^e 
übergebt. 
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2Iu$ fcemfclbett ©runbe iji bie Steige 

convergent; unb ifyr „SBertl)" iß a i«, wW bie Steige für 

=-x für x = 1 in bie »orfiefjenbe übergebt ($. 19.) unb ba8* 

mal ^/rf£. 1 giebt, weites =\n iji. (©, Stnl. 8. 10.). 
2)al)er fmb bie Steigen 

* [«-«"AI ■* s [<-'>*«r] 

für Smx unb Gwx, für jeben reellen Sßertfy von x conver* 
gent, »eil ber Unterfctyfeb jweier auf efnanber folgenben ©lieber,, 

x r x r + 2 _ x^r 1 x*_ "l 

*l (r+2)! ~~ r! L 1 (r+lXr+~2)J' 

wie grofl au# x gebaut werben fe^n mag, bo<$ pojttlv tjt, 

fobalb r>x wirb, fo bajj bie Steige von biefem ©liebe ab 

lauter Heiner werbenbe ©lieber mit abwe^felnben ffiorjeictyen fyat. 

Slnmerfg. 3)a eine 3Üei^e, beren ©lieber im Unenbli^en 
vdä)t mefyr abnehmen, ganj gewijj bivergent iß, fo wollen wir 
von )<$t ab bloß Steigen betrauten, beren ©lieber alle pofttto 
fbib unb im Unenbli$en ftetö abnehmen. 

S. 27. 
1) ©ne 9Wl»e 

U ober w + u i+ u a+ u 3+ * n in f« 

mit lauter pojltiven ©liebern iji notywenbig fö^JJ 1 *}/ fo oft 

tyre ©lieber von einem bejlimmten ©liebe ab {^ n ! ncr JJ* 1 
7 ' iwemger fönellj 

ober eben fo ftyneK abnehmen, att bie ©lieber einer anberen 
fdjon att "{J23J*} Plannten »d* 
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V ober v +v 1 -f-T 2 -f-v 9 + in int r 

bie ebenfalls lauter poftttoe ©lieber Ijat; — alfo wenn für irgenb 
einen beftimmten unb bann auü) für ieben no<$ grofern SBertli) 



»on n, r^L^l£±i obcc Ü5±L = l5±L { p. 

' U n V n U n V n ' 

25al)er ip tofe unenblic^e Dteilje 

e * *• * s fiy] b - *■ 1+ t + S+It+ in M : 

für ieben poftttom SBerty fcon x cont*ergetit f weil ber Ouottent 
au« kern (r+1)** ©liebe burc§ ba« r* ©fieb btoibirt, = -^ 

unb bafyer <1 iß, fobatb r>x , warb. 5>i* ©lieber ber 

fraglichen Steige nehmen alfo fron biefem r ten ©liebe an geie$* 
net, fc^neHer ab al« bie geometrifetye 9teil)e 

14-z4-Ä*-+" z3 ~f~ in i«f., 

xwtm in ifjv z<l gebaut wirb, fo baf fte att c*tt*ergent 
bereit« anerfamtt ift. 

2) ©ine tmcnbltcfce Steige 

S[u a ] ober u ö -Hii+Oa+tt»+ in inf, —(U) 

tfl au<$ no# conwgent, wenn a) bie Sßerfty* frer gunftion tt x 
für ieben poflttoen unb wo^fenten SBetty fron z fie» ^ofttit> unb 
jtet« Heiner werben, unb twrm no# b) fobafc /b««dz = tfe 
gefunben ijl, bie 3)ifferenj V«— ^o b. ty. ' / ii^.dz für 

z = oo einen enblictyen bejiimmten SBertl) annimmt. — dagegen 
ifl biefelbe unenbli^e Steige btoergent, fo oft bie »ebingung b) 
nic$t erfüllt ifl, wdtyrenb bie ©lieber im Unenblid^en alle pofttto 
bleiben, aud) wenn fte fie» Heiner wefbett fottten. 

Den» t* tfk na<$ Um Sagrange'SRadanrtn'föen £c$rfafe (§. 7.), 
ttttl öl/;, = u, i|i, 

VW" 1 /', = Ü *-Mh/ *• • *»if*ett mt i. 

<5e|i man nun tycr herein patt z na$ wto na* 0, 1, 2, 3 in inf. unb 

h = 1 , fo $at man 
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V 4 -Vi = ü s<>4 _5 b. J. <u, unb >u 3 

n. f. ». f. — Hbbirt man nun afle biefe nnenblty pfifft ttnflltifrutyen, fo 
er&att man 

aber >ttj+u s -f-tt 4 +u s + in mf. 

Die Striae ü ij* alfo >\p*-y aber ^.u^,-^, and torlcjen 
Ungleichungen ba* 9e(auptete (erborgest. 

SBifl man alfo }. 99. untetfud&en, ob bie unenblidje Steige 

S [(i^r] »•* *+&+&+&+&+** M-, 
in wetzet m pojitto gebaut toirb, com>etgent iß, fo fu$e man 

feie genannte Steige btoergent ij*, fo oft m » 1, kann attt$, 
wenn m<d, baf jie aber contergent tft, fo oft m>l, xomn 
auty \>tx Untetföieb m-1" no<$ fo Hein, wenn nur enbli<$ tjl**). 
2luf bemfelben SBege öberjeugt man fxä) ait<$ no#, baf bie 
geometrifetye unenblic^e Steige 

torie writ fot$efl früher (S. 24) fc^ottgefunben^aben; bafftmet 
consergent jinb bie unenbfittyen SRei^cn 

S L(a+2)[% (a+2)}» J ' S L(H-2)*>^a4-2).[%/oy(a+2)]-J ' 
11. f. to>., fo lange nur m pofHi* gebaut wirb. 

*) 3n fo ferne namlfcj u s Heiner Kerben fötT, fo wie z toac$ff, nnb 

babei «<i i% 

**) SBir (oben aber oben (Kote }tt §. 11.) ben SBerty biefer Setyen <jf* 
fnnben für ben Sali, bajj m trgenb eine gerabe 3<*W ifc 3? m unge* 
rate, fo lagt flc$ (na<$ ber Hote $u §. 19.) ber SBerty biefer Stehen, fo oft 
er erffHrt, b. $. fo oft nity m = 1 {(I, burtf tin beßimmte* 3ntegral ausroden. 



2u a = 2u a 
4u 4 < 2u 9 +2u 4 
, 8u 8 <2u 5 +2u fl +2u 7 +2u 8 

VL f. ». 
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3) 9?eljmen bie fiet* ^oftti» gebauten ©liebet einer Steige 

U, namlicfy U!+u 2 4-u 3 + in inf. 

immer fort ab, fo cowergirt fte ober btoergirt fte gleic$jeitig 
mit biefer anbern JReifye 

V ober v,+v a +v 8 + in inf., 

fo oft lefctere fo gebilbet wirb, bafi man v n = r.u r fyat, 
wätyrenb 2 11 - 1 = r ift. 

Denn e$ i(l (na$ ber 3fana$me) 

u, =u, 
2u a > u a +u s 
4u 4 > u 4 -fu 5 -f u 6 -f u 7 
8u 8 >u 8 +u 9 +u l0 + ... +u I5 
u. f. to. 

8bbtrt mm mm n foldje Unolei^ungen wnb fcejeUfcnet man bur<$ ü r/ V r 

frt$üdlt$ bie Gummen ber r erftett ©Heber ber 3*etyen U unb V, fo ftnbet 

ftcfi (»eil 2 n_1 = r gefefct toorben iß) nnb tceil v a = 2u a , v 3 = 4u 4 , 
v 4 = 8u 8> v 5 = 16u l8 , k. k. tjr, 

V n <2U r - U| »nb V n >ü r-1 ; 
nnb an* btefen Ungleichungen folgert ba* $e$<mpiete. 

2lu$ ber Slmoenbung biefe* Safceö fann man auü) wiebet 
folgern, fcafi bie Steige 

Sf^^-] T>.^. 1+1+^+1+ in inf. ...(U) 

com>ergent ift, wenn m>l, btoergent a&er, mnn m<l 
iflf. fa fo fwte bie SÄci^e V Jefct biefe wirb 

S[-2«a-m)] ^ ty i4-2 1 - m +2 2 < 1 - m >+2 8 < 1 - m >+ in inf., 
lefctere aber .al* eine geometrifäe, beren (Syponent 2 1 ~ m ift, 
com>ergirt ober btoergirt, ie naetybem 2 1 - m <:l ober >1 tft, 

b. l>. jie nad&bem 1— m<0 ober 1— m>0 ift. 



I 
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«•28. 
8fo« bem (Safte *. 27. ». 1., intern man bie Steige 

balb mit bet geomettiföen , balb mit bet tyatmonifcben tyofyetet 
Dtbnung fcetgleic$t, balb mit anbetn beteit* al* con&etgent an* 
etfannten Steigen fann man nod) nad&ftefyenbe Äennjeidpen bet 
(Soiwetgenj ableiten. 

1) 2>ie 9tei$e ü ifk cotaetgent, fo oft ^±L ffit n = oo, 

<:1 ijt, jebod) tton bet 1 noc$ um einen enbli<$en, wenn au<$ 
nodj fo Keinen aber bejlimmten SBettfy, fcerfd&ieben ifi, unb jwat 
weil tfe bann im Unenbli^en eben fo fernen ober fetyneflet no$ 
al* eine confcetgente geomettiföe SRci^e abnimmt. 

3fi He±L=i ffa n = a0 , (o Reiben fi<$ bie ©liebet 

bet 3teil)e im Unenblidjen einanbet gleicty obet fte warfen, unb 
e« ifi alfo bann bie Steige nofywenbig btoetgent. 

2) Sß Hg± fflt n = oo, ^(j^J unb r>l, fo ifi 

bie Steige con&etgent, w#il fte bann im Unendlichen eben fo 
fc^neU obet no$ fönellet abnimmt, al* bie ffit r>l com>er* 
gente $atmonif$e Steige tyotyetet Otbnung 

1111 

1 +2 r +3T+4T+5T+ in inf - 

3) 3fi eine numetiföe unenbltd&e Steige S[k,] confcetgent, 
fo ifi au$ bie Steige S[k«»x a ] conttetgent, fo oft man x<l 
nimmt, eben fo wie für x = 1. 

Nimmt mm abet x>l , fo ifi bie SRetye mogli^et SBelf* 

k 

btoetgent, jcbodb nod) comwgent, fobalb -jr^x füt n = oo 

no$ <rl witb, wenn mit t>on 1 um etwa* (Snbli^e* t>et^ 
Rieben. 
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4) @inb A , A,, A s ,.Aj, k. B , B i; B t , B 3 , ac. 

numeriföe unb ^>ofitit>e SBertye unb ftnb tote Steigen 1) S[A e »x c ] 
unb 2) S[B f *x'3 ffa wgfl* ebten )>ofitiiotn SBerty t>on x 
cowergent, fo jfob bie Steigen 

3) S[(Ac+B,)-*<J; 4) S[(Ar-B,).x<] 

uttb 5), fifAc»»«,..*"], 

weldje man buvdj SIbbttion, ©ubtraftion unb SButttylitatfott btt 
evftcnt beiben SJiei^eit credit , wenn bie ©nbrefultate wieber xtaü) 
potenten *on x georbnet werten ( wa$ in bet lefctem Steige 
babur<# gefc^iefyt, baf man fiatt e na<$ unb na$ 0, l, 2, 3, 
4, 5 K. ic. unb alle ganjen %al)Un nimmt; für jeben SBertfy fcon 
e aber ftatt c unb b alle SBertfye fe$t, welche -KuH unb 
Vojttto ganj ftnb unb ber ©leictyung c-fb = e genügen) für 
benfelben SBertf) fcon x wieber cowergent. 

9Kmmt man nfonli($ *on ben er (lern beiben Reiben nur bie b erfleu 
©lieber, fo baß man • 

Sl" A c .x c ] = 8 n un* S[ B c .x* ] « T n (tf, 

ttttb nimm* m«n jmm ber Sfatyr 5.) au$ nur bie €tomnu Ux n trjleti ©lie- 
bet unb bejei$net P n biefe ©umme unb P m bie ©nmme »on ben m 

tt^en ©Hebern berfetben 3fcf&e 5.), fo ff*, toenn «IT« ©lieber ber Stei- 
gen 1.) unb 2.) foftH* finb, offenbar 

P n <S„-T n «fr P n >S m .T m 

toenn m = -^ ober = -£— if, je ttatybem n $ernbt ober ntoflerabe 

gebaut toirb, toeil P n ni#t alte ©lieber be* «ProbufW S n .T n jntySlt, 

»o%enb S m .T m offenbar nt$t alle ©lieber *on P n bah 99 lie^t alfo 

1 P n für n = ao no<$ |toif<$en ben ©renjen S n .T n unb S m «T m , »aj. 

renb für n = od au$ m = od toirb, biefe lederen ^robufte (leb alfo 
immer me$r brm $robnftf ber „SBertfce" ber betten unrnbH<$en 9te$en 1.) 
unb 2.) nähern unb bemfelb*n uuenbli<$ ncfyt fommen. Q& nimmt alfo P* 

für n = oo einen befHmmten „SBrrty" an unb jtoar ba* $robuft ber 
©ertfre ber feiten gaftorr*. 

Stimmt man x eben fo groß aber negatfo, fo baß bie ©liebet 
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tth»e<$feinbe ffiw^idjm bef antaten, fo ifi ttttütfk$ , tfe Gtimtu 
gtnj ebenfalW aufct 3weifel f tteiro fte für bot dben fo großen 
ppttoot fiBetty t>0Ä x »arljaitoen gewefen iß. 

8. 29. 

©auf fyat in bev Slbfyanblung : Disquisitiones generales 
circa seriem infinitam etc. etc. Sect. 3, (@. Comment. soc. 
reg. scient. Gottingensis recent. Vol. II.) ficty mit bev Viru 
tevfuc^ung bevjenigen ?Relt>en ü beifügt, in weisen ber Duo* 
Heut awö bem ,n-f V* ©üebc W# bft« *ovl>evge$eube n" btof* 
bivt, folgcnbc ftovm tyat, nämlic^ 

u n +i n h +A l n h - 1 +A ll n b ~ 2 +A 3 n h -*+ ... +A h *) 

@v jmbet für fettige: 

1) 2>ie »eil?* ü iji fieigenb b. $. i^te ©liebe* tt)a(^fen *on 
einem klimmten ab fci$ ins U»enblid)e, fte iß fotglid^ btoevgent, 
fo oft bie evjie bev Differenzen Aj-^,, A 2 — B 3 , A 3 — B 8 ic, 
welche ni^t me^r «ull ift # **$(» nrivb. — 3ft biegen biefelbe 



*) &$ i$ hitt $ B. bfr g*K, *e*tn unter U feie 9*$e 

' L a! y* 1 J 

»erfrmbett &irb, »a&renb a, ß, y retO gebaut ftnb. Pirfr ftttyt %ü)t 
für « = 1 über in 



7 

»ttb für ß = y =s 1 , tn 



L^]' 



•[£]• 



3m erftern gafle, too u, ß, y no<fi ganj beliebig reell gebaut ftnb, 
bat man n$mli<$ 

«Wi = (*)+<*)frH-p = n*+(*+f) n +*ß 
u n (n+1)(n+y) DH(t+rfn+y ' 

alfo tvie oben »erauSgefept, nur baß fcier h = 2 ift. 
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v 2>tfferenj negativ, fo ifi bic SReilje ü faHenb, b. ty. bte ©lieber 
nehmen von einem bejiimmten ©liebe an geregnet bte ins Um 
entließe fortwährend ab, unb eö fann bal)et im lefciern gaOe 
attein nod) unterfud&t werben, ob unb wann bie Steige conver* 
gent ifi ober ni<$t. 

2) 3ft Ai-B, poftttv, fo ift bie SRetye ü ni#t bloß 
jietgenb, (onbem bie ©lieber werben au$ aulefct unenblic$*grojSL 
(2>ie3 erhellet f oglei# , wenn man bie 9}eÜ)e U mit einer anbem 

föetye V vergleicht, in weiter v r = ^- gebaut ifi unb 

k pofttiv unb ganj; benn e3 wirb bann 



••• 



v r r+1 \ u r ) ^ kh + 1 +(kB 1 +l).^ nh +,.. , 

alfo ifi bie JRetye V (na# ». 1.) ebenfaH« no# bi* in* Unenblid&e 
jieigenb, in fo ferne k pofttiv ganj unb fo gewählt wirb, baß 
kA^O^+1) b. f). kCAt-BJ-l pofitiv ifi; folglich ifi 

k 

r»v r , alfo au$ u r = Vr*\ r mit r jugieiety unenblicfcgroß). 

3) 3fi A^B, negativ, fo werben bie ©lieber ber Stelle 
U julefct unenblicfcflein. (£ie$ erhellet fogleic^, wenn man bie 
Steige U mit einer anbem SReffye V vergleicht, in welker 

Yr = r*(u r ) k ift, unb k pofttiv ganj, inbem man wie in 91.2. 
weiter fließt). 

4) 3ft A 1 -B, = 0, fo nd^em fi$ bie ©lieber ber 
Stelle U, fte mögen warfen ober abnehmen einer befttmmten 
enblidjen ©renje unb werben alfo julefct Weber unenblic$*gro{i 
no# unenblic^Hein. (3Me$ erhellet, wenn 7 man bie Steige ü mit 

einer Steige V vergleicht, in welker v r = {j^A * u * flrtaty 
ifi, im Satte bie SWei^e ü fieigenb, — in welcher aber 
v r » (Izi) * Ur gebaut wirb, im gaHe bie «Retye U eine 
fallenbe fe^n foHte; benn es wirb bamt im erfiem gaKe 
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■•• 



v r+ i _ r 2k + h + A , > r* k + h -*-K A » -k) . r**+ h -»-f 
v? r 2k + h +B l .r 2k + ,l - 1 +B 2 «r 2k + h - 3 + ... * 

fo baß man immer k pofttto flanj unb fo groß nehmen fann, 
baf (nadj 9t. 1.) bte Steige V fallenb wirb, wafyrenb boefy immer 
fort ü r <v r bleibt. — 2inalog im anbern gälte). 

5) JDiefe Steige U ifi enblidfc nur bann com>ergent, xotnn 
Ai+^B, b. I). wenn A l <B l — 1, ober wenn A^l— B t 
ober A,— B^l nod) negativ ifi. 

Da für A,-B, pofttfo ober 9M, bte »eifce im Unenbli*en ntc^t 
nnenbli** fleine ©lieber befommt (na* 9t. 1. unb 9?. 3.), fo brau*en totr 
nur ben gall gu unterfu*en, fco A,-B, negatt», alfo B,-A, pofttto 

i|t unb enttoeber <i ober >1. 

3jr mm B|-A,<1, fo benfe man fic^ eine neue S^ri^e V, bereu 
©Hebet gegeben flnb bur* bte ©let*ung v r = (r-k).^, fo baß 

Y r-n = i |l * 1 -KA,-k+l).i h +[A,-A l (k-l)].i l> " 1 +^ 
v r i^+'-KB.-k) . i ll +(B a -B I k).i ll ^+ ... 

frtrb. 3f* nun B,-A,<1, fo ftnb (na* 9f. 1.) bte ©lieber ton V ßet* 
toa*fenb; für B,-A, = 1 aber fann man bte öl* pojttfo ganj gebaute 
3afcl k ftM fo annehmen, baf bann bie Differenz A a -B a +(B I -A,)k+A 1 

ber Äoeffaienten ton r* -1 (na*bem bie Differenz ber Äoeffljienten »on r h 
ie*t 9tofl totrb) botfti* iß, fol&U* bie 9te$e V (na* 97. 1.) tötetet eine 
ßeigenbe toirb. Darauf folgt, bajj toenn man |t* n>r beult, allemal 

v « (n— k) • «„ 1 

©e|t man nun in legerer ©lei*ung ftatt n na* unb na* r+1, r+2, 

r+3, in inf., unb abbirt man alle SRefultate, fo erhalt man 

i 

'Wl+ u r+J+ u r+S+ in inf ' • ' 

Da nnn bte leitete ffttifa (jur &e*ten) aU $armonif*e bfoergent, unb bie 
€mmme bon unenblt*'bielen tyrer ©lieber unenbK*'grof tfr fo ijt bie* au* 
mit ber erfieren (jur fiinfen), ndmli* mit ber ffletye U ber gafl. 

9?e$men totr enbli* B.-A^l an, fo betra*te man ben Quotienten 

(r-l-k) • u r ^^(B^k-lJ.r^Ba-Ck+OBJ.r 11 - 1 ^ ... ' 

VIII. 8 



I 
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/ 

ttnb man jinbet, baf folget flefoer al* 1 toirb bon efoem getoiflfen Söerty 
»Ott r an ttnb f&r {eben «o$ grBfrnn, fo oft man k poftti» aber fo nimmt, 
bau Bi.-k-l>A w alfo k<B,-A,-l ift. 9llfo $at man 

<1 b. $. u r+ i<— — -« r . 



(r-l-k).^^* " *\ "w^ r 

©e>t man nun $ier r+1, r+2, r+3, ... r+^u-1 na$ nnb *a$ Patt r 
unb tnttlt^Ifctrt man "bte entfte^enben ttuglei^ungen mit etnanber unb mit 
ber erfte», fo erhalt matt 

(r-l-k) 14 ' 1 

r" 11 



«W< / ^,1 «r 



©irb alfo jejt no$ 1, 2, 3, 4, in inf. ftatt fi gefegt unb abbttt matt alle 
Ungleichungen, fo ergiebt fi$ (toenn man julefct au$ no$ ^ « u f beiben 

(Seiten abbirt) 

U r+ , Wl+ U r-hSrH , r-h8+ in M - <V S |_ ^i J- 

Da nun bte ©imune bo* n ©U*b«m tiefet leiteten {Retye 

(r- 1 ^) — I ffir n = od (n ^- übergebt *), fo folgt $ier<m« 



r (r-l-k)»' 1 1 



*) Denft man ftc$ namli<$ bte einzelnen ©lieber biefer 9te$e, b. &. 

r-l-k (r-l-^k)(r-k) < r -i-k)(r-k)(r+l-k) 

*' r ' r(r+l) ' r(r+l)(r+2) ' *' 

fo lagt ft$ jebe* al* Differenz barjtetttn unb fo bog ber SRinnenb Jeber 
folgenben Differenz bem ©nbtra&enben ber bor$erge$enben glci<$ ift, itam* 
li* fo: 

r _l r _i_k 
1 = TE k~ 

r - 1 " k = r ~ 1 - k (P- ! - k X r - k ) 
r k kr 

(r-l-k)(r-k) (r-l-k)(r-k) ( r -l-k)(r-k)(r+l-k) 
r(r+l) kr kr(r+l) 

(r -l-k)(r-k)(r+l--k) 

r(r+l)(r+2) 

( r _l-k)(r-k)(r+l-k) (r-l-k)(r-k)(r-H-k)(r+2-k) 
kr(r+l) ~ ki<r+l)(r+2) 

% f. ». 
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»%tßb r tnbKi} gefeatyt twben ifi. 3lIfo $ bie 0tei$e U («oft $. 24.) 
ronftergent. 

änmerfg. Stimmt man bie Steige bet SincmiaUftoeffaienten 

jiatt ta Stetye ü otet S[n„], fo ift 

u rH .i __ — m-f-r r— m 

~üT 1+r * "~r+T 

Genien ttrir un$ nun unter ü biefelbe Steige, aber alle ©liefet 
jwfttto, fo $ föt ein r, toel#e6 grofl genug gebaut ifi, unb 
bann für jeben no$ größeren SBertl) &on r / 

Ur-i-i r— m 

u r ~~ r+1 " • 

®* ifi alfo bie 9Wi^e ber v S3inomial^oefftjienten f au$ wenn 
alle ©lieber pofttto gebaut teerten eine ber fyier betrachteten 
Steigen, in welker h = i, A t = — m, B, =* 1 ifi* 
9lac$ 9*9?. 2. 3. wirb alfo ber SinomiaWfoefftäient m n ober 



SlbMrt man n+1 tiefer ©leW&ttnßen, [o gtebt bte« 



L *+b =s n J 



k.r 11 * 1 



. fc r-1 r-l-k (r-k) 11 ' 1 



k k jnU ' 

tva^renb ber ledere 9fo$bru<f jnr Med&ten für n = od ttnenblt^netn »irb, 

/r— k) n|1 
»eil ber gaftor J — ~ — M*f** 9fo*bnttfe* für jeben SBerty ton n ein 

r ' 

©lieb ber ftetye sL^-1 ifi <ffir ß = r-k unb y = r), *on 

tteltfcer toir (na<$ ber ftote pag. 111.) »ijfen, tag fte ju ben ^ter befrachteten 
ftetyen 0e$8rt, toä&renb flleicfoeitig bie 9?. 3. tm* letjrt, bag fie unenblic^ 
flein tmbenbe ©lieber frat, fo of* y>£ ifi; unb bie* Ie|tere ifi $ter ber 
Sali, »eil &fer y-/J = k unb k pefttfo Ifl. 

8* . i 
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— ■— » afcgefefyen »om 93otjei<$en, für n = a> unenblid;*gfof 

ober unenblicfcflein , je nadjbem — (m+1) poftito ober negatto 
iji; et iji alfo unenblicfcgtoj* (für ii = od), tottux m jti>ifd)ett 
—od unb —1 liegt ; et iji unenbli^flein (füt n = ao), wenn 
m jtotfc$en —1 unb +ao liegt. 

$>iefelbe Steige bet SMnomiafcÄoefftjienten, wenn man alle 
©liebet pofitit) nimmt, bilbet fetnet eine com>etgente 9tetfye 
(naä) 9t. 5.) nut bann, mim — m noc$ negatto, b. ty. n>emt 
m pojitto iji. 

?iegt m jwifäen unb —1, fo Ijat bie Steige S[m a ] 

[m*' -1 "1 
— — J abwecfyfelnbe a3ot$ei<$en unb immet Heiner 

wetbenbe ©liebet, alfo iji fte contoergent (na<$ 8. 26.), wenn 
man ifyre 58otjeid)en läft; bagegen iji fte ni#t mefyt conbetgent, 
wenn man alle ©liebst poftti» nimmt. 

8. 30. 

SSBit fnüpfen fyiet no# eine Steige toon Semetfungen an. 
A. allgemeine ©lei^ungen uoie 

1) j^ = l-x+x'-x*+x«-x»4- in inf. 
otabeffet ^_ = S[(-l)*.x») 

3) ]^=F=±s[-^-x»]=±l T fs[^.x^] 

in* 



4) n=?>- ±s lh-*'] 



u. bgl. m. ffob , obgleich bie Steigen jut Steckten i\$ in* Unenb* 
li<$e fortgeben, alfo nie abbrechen, folglich auti) nie *on einem 
(ftgÄnjungegliebe bie 9tebe iji, — biefe ©lei^ungen alfo jinb, — 
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fo lange x ganj allgemein, a(d Nofet Präger bet Operation** 
jeid^en, alfo völlig intyaitlo* gebaut witb, unb bie Steigen 
nadfr <ßotenjen »on x fottf<#teiten — jtet* tid&tige ©lef* 
jungen, im Sinne bet Definition bet ©leidjung. — 
2>ie ©leid&ung 2.) fagt alfo nid&td weitet, alt baf bie unenb* 
lid&e Steige re$W, wenn fle mit 1— x multtylicitt unb ba* 
*ßtobufi nac$ Jßotenjen son x geotbnet wirb , auf et bem aflet* 
etjlen ©Hebe 1 lautet -Rußen giebt ol)ne (Snbe fort, eben 
»eil an fein Slbbted&en gebaut witb. — oben fo fagt bie ©lei* 
<$ung 3.) ni$t6 weitet, ald baf bie Steige jut Sterten, wenn 
fle mit fld& felbet multiplicitt unb bad Stefultat nadfr $otenjfn 
»on * geotbnet wirb, bann auf et ben beiben etflen ©liebem 
1— x l lautet »uUen giebt, oljne Stuften, — eben weil bie 
Steige felbji ald itgenb wo auftyotenb nie gebadet wirb. Sie 
©leid&ung 4. fagt bagegen, baf wenn man bie unenbli$e 
Steige jut Sterten mit ftd) felbet multtylicitt unb ba« fflefultat 
nad(j *ßotenjen fcon x otbnet, bann eine unenblid&e Steige tommt, 

welche bem Ctuotienten j— T gleidfr ift, b. ty. Weld&e, wenn 

fle nun nod& mit 1— x* multtylicitt unb ba« neue JRefultat 
wiebet geotbnet wftb, abetmal* auf et bem aßetetjien ©lieb 1 
nut nodj otyne Snbe fort lautet Nullen giebt, eben weil bei 
bet unenbli^en Steige fein 2lbbted&en m6glid{i ifl. 

B. SBenn in folgen allgemeinen (Steigungen (wie j. 93. 
in A. 1.— 4.) fiatt x irgenb ein (teellet obet imagindtet 3iffetn?) 
SBettty gefefct witb, bet fo ifl, baf fiatt bet unenblld&en Steigen 
jut 5Re<$ten , beftimmte , jwiföen enblid&en ©tenjen elngefdfjlojfene 
„SBettfye" gebaut wetben tonnen, fo baf alfo beibe Seiten bie* 
fet (Steigungen witfli$ einen beflimmten enblid&en SBettty fyaben, 
— f o tyaben audj beibe Seiten noifywenbig iebe*mal einen unb 
benfelben (teeDen obet imagindten) SBettl), unb bie ®lei$un* 
gen finb bann auä) al* 3iffenv©lei$ungen richtige. 

C. ®efrt man aber fiatt x einen folgen 3iffetn4Betty, baf 
bie Steigen ted&tt btoetgent, obet bie 2ta*btü<Ie lintt in bet 
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»ed&ramg nid?t mefyr julifftg werben (wie j. 93. ber in 1. für 
x = -l, ber in 2. für x = +1 unb ber in 4. für 
x = ±1), fo geigt bie* allemal eine SluSnabme an b. b- e$ 
jetgt bieS an, bafj Je^t von einer @leid)ung (in bem einen ober 
bem anbern ©Urne) nify mebr bie 9tebe fc^n fonne; bie* aber 
ifl aKemal f#on babur<b auGgebrücft, baf wir fagen: „btoer* 

gente Steigen unb SluÄbrö cf e von ber gorm -~-, %0, 0°, k. 

* ftnb in ber SRed&mmg unjuWffig." 

a ©efcen wir alfo j. ©. in ben Steffen A. 1.— 4. ftatt 
x einen pofttiven tfber negativen SBertb aber <1 , fo baf alte 
Weisen convergent werbet, fo giebt ber 2fo*bru<! jur 8infen 
allemal benfetben SBertf} , alfo bejügticb ben (©ummen*) „SBertb" 
biefer unenbli<#en Steilen. — ©efcen wir abet flatt x einen po* 
fttiven ober negativen SBertl), ber an ft<$ >1 iji, fo werben 
bie 5»ei^en alle bivergent; fte tyaben nun gar feinen f ,2Öertb" 
unb einer, ber gar nit$t eyiftirt, fann natfirlidj bann auä) 
mit feinem anberen qerglidjen werben. — 3n ber 3$at nehmen 
bie SluSbrücfe jur önfen (in A. 1.— 4.) für x>l tyeil* *>oft* 
tive, tfyeil« negative, tbeil* imaginäre SBertfye an, wäfyrenb 
bie Steigen jur Siebten btoergent ftnb unb bie (Summe ttvn n 
tyrer erjien ©lieber für n = ao unenbli^^grof ober unbefiimmt 
(aber nie imaginär) wirb. 

E. @o oft alfo eine allgemeine 9teil)e S[C ft ix ft ] eine 
allgemeine „Summe" f x $&t (im ©inne be* 8. 15.), fo oft tfl 
ber „Sßertb" berfelben Steibe, wenn fte für x = a numerifdj 
unb convergent wirb , allemal ber SBertb von f x für x ^ er. 
— SBirb aber biefelbe SRet^e für x = ß numerifdj unb bi* 
vergent, fo wirb jwar tfyre ©umme b. b- *b te erjeugenbe gunt 
tion f x , für x = ß einen beftimmten SBertb (in ber Siegel) 
baben, fte felbfi aber ifl nidjt mebr im (Salcul juldfftg urtb von 
ibrem Sßertbe ift nidjt mebr bie Siebe. 

F. 9tamentU($ flnbet man alfo audj ben SBertb einer rai* 
mcrif^en ttobr tott»ergenten 9?ett)e SfC«], wenn man an ifftt 
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emjelnen ©lieber no$ Sßotenjen *on x anfangt , von ber babut$ 
entftefyenben allgemeinen Steige S[C«.x Ä ] bie attgemeine 
Summe b. 1). bic erjeugenbe gunftfon f x fu#t, bann aber 
in berfelben x = 1 nimmt 

SSon btefem 33erfal)ren fyaben wir in ben yorangeljenbw 
^Paragraphen bereit« metyreremale ©ebrauty gemalt, fo baf e$ 
feiner neuen Seifoiele bebarf. 

Heber ben Segriff „SBertfy" einer numerifetyen unb com>er* 
genten Steige sollen wir aber and) neu) einige 93emerfungen und 
erlauben. 

6. (Sin irrationaler S)ecimalbru<# b. t). ein 2>ecimalbru<$ 
mit ganj beliebigen, aber W* in« ttnenblidje fortlaufenden 5>*ci* 
malftetfen i(i flet* eine consergente unenblf^e JReifye; benn 
e$ ifi berfelbe eine unenbli<$e 9te^e »on ber Sotm 

wo er, 0, y, tf, *, f, k. k. beliebige ber 3iffwt, alfo febe«* 
mal Heiner at* 10 jtnb, unb befttyalb tfi biefer 5>echnalbru<& 
allemal grofjer al£ ber entließe S)ecimalbruc$ 

unb Heiner ate berfelbe, trenn e+1 fiatt q getrieben, b. $. 
wenn bie lejjte JDecimaljieKe q be$ enbltd^en 3)ecimalbru<$3 um 
eine (Sinljeit erfyöfyt wirb, ober er fommt bem lederen unenblidj 
nafye •). 

H. 3n ber (Sinleitg. §. 3. ifi bie 3# e, welche fi<$ al* 



*) & ift namlid) ber „SBertV ber unenbü^en geomettifdjen 
3W$c 0,9999999999 in, inf. = px.-r-^- für p = 9 imb x = -— 

unb bie« toirb = 1 ; folglich ifl JL b. &. eine £fo$eü ber rfc« Dect- 

10 / 

malßefte grBfier ober $5$jfrtt« gletc^ ber (Summe aller na$ biefer r*« 1 £,e* 

cim«!f*elle foI(jenbett. 

, I 
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bie Saji« ber natürlichen Sogarittymen au«weifi, beftnirt but(§ 
bie ©leid&ung 

1) e = S [J_] „. j,. e = 1+1+^-+^+^+ in inf, 
SJertoanbeln wir nun We einjelnen gebrochenen ©liebet biefer 

4 

Steige (babur<$, baf wir ba« erfle '^r ober 0,5 bur<$ 3, ba* 

nun entjiefyenbe bur$ 4, ba« ledige burc$ 5 u. f. to. f. btoibtren) 

in neue unenbUd&e Keinen, bie nad) *ßotenjen x>on ^ fort* 

föreiten, b. 1). in (irrationale) 2)ecimalbrü#e, fo fonnen wir 
bie unenblid^mal unenblic§ sielen ©lieber anber« orbnen, unb 
man »ewanbelt fo bie unenbli<$e Steige e in eine neue com>er* 
gente unenblidje SReilje, nämlicty 

2) e = 2, 718281 in inf. , 

bie jroar ben 5Rad)tl)eil fyat , baf wir ba« ©efefc m#t angeben 
lönnen, nad? tt>eld)er bie ©lieber fortgeben, bie bagegen wieberum 
ben SBortfyeil tyat, bafl n>o man jte abbridjt, fogleid) jwei ©ren* 
jen fcorfyanben jinb, jnrifd&en benen ber n>al)re 3Bertl) ber Steige 

liegt, voflljrenb ber lefctere felbji eben nur bur$ S — r aut* 

gebrüdt »erben fann. — 3n ber lefctern $orm iji nun bie an* 
enbli^e SReifye e (im ©inne ber (Sinleitg. §. 9) „ausgerechnet" 
unb biefe „ausgerechnete" gorm nennt man nun iljren „aBertlj>". 
©anj ba« ©leiere gilt, wenn ttxoa fcon bem rf SB3crt^c iJ be« 
Sinus ober be« Cosinus irgenb eine« gegebenen Argumente* 
(Sogen«) j. 35. 0,13 bie «Rebe iji. 5Ra# ber Definition *on 
Sinx unb Cosx flnb Sinx unb Cosx bejHmmte gegebene, 
na$ ganjen Sßotenjen »on x fortlaufenbe unenbli^e Steigen; 
ber „SBettV' *w Sinx ober Cosx für x = 0,13 ift alfo 
nic$t« anbere« al« ber SBertl) ber unenbli<$en numerifc^en 
unb con&trgenten SReilje 
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i 

b. I). bic neue unenblictye na<$ ganjen 5ßotenjen von y~ fott^ 

laufenbe Steige f welche man 2)ecimal6ruc$ nennt, unb wel#e 
bet urft>rüngli<#en unenfcli^en Steige, bie man ftc^ unter &Vi(0,13) 
ober Cos (0,13) ju benfen ijatte, gleich iji*). 

J. ©enau genommen iji alfo ber „SBertt)" einer unenb* 
liefen numerifeben unb convergenten Dteifye nic^t* weiter ate eine 
neue $orm, welche man julefct bur<$ Umformung berfelben Steige 
erhalt unb wel$e man im ©inne ber Einleitung $. 9. bie „au** 
gerechnete" nennt, — wenn man eben nidjt bie numeriföe unb 
convergente unenbli<$e Steige ip tyrer urfyrönglidjen gorm felbjl 
jugleidj auti) als ityren SBertl) anfetyen will. 

(Sublime ©renjen, jwifd&en benen ein fol<$er SBertfy Hegt, 
bilben nun bie ;ftaberung$*2Bertfye, beren größere ober ge* 
ringere ©enauigfeit (bei ber Slnw.enbung ber Slnatyjt* jur 
SSergleictyung ber ©rojjen) von bem llnterf^iebe jener ©renj* 
wertfye felbjl abfängt. 

8. 31. 

Dbgleidj e* jtety von felbfl verfielt, bajj eine unenblictye 
gleite eben nur bann völlig benimmt unb gegeben iji, wenn man 
ba* ©efefc fennt, naä) welkem bie ©lieber berfelben bi* in« 
ttnenbti$e f ortfdjreiten , fo wollen wir bie* fyier am ©bluffe 
be* Äajntel* boc$ no# an einem beftimmten 93eifriele naefy weifen. 

@* iji befanntli(§ ber Sßertb ber unenbli^en JReifye 

weil fold&e au* ber allgemeinen Steige 



*) 3n ben Hntoenbnn§ettbet Wnatyji* auf (fteomettie (b. J. in einet 
ftatoenbrntg bet 3ntfgralre$mtng auf bie ÄnwenW&te, alfo an$ auf bie 
Äteteltaie) toltb erfannt, bag Hefe auagete^neten SEBett^c »Ott Sin(0, 13) 
©bet Cos (0,13) allemal bie Sangen getoiffet, »** *** Sogen 0,13 ab' 
fcängiget getdbet Knien in bem Äteife jfnb, beffen ftabiu* = 1 iß. 
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für x = 1 t>er»orge^t. — <Sii$m roh: mm Um SBertf) tiefet 
andern imenfclidjett 9ieflje 

2) S Tci+T ~ S ~2S+2~ +S 2a+2m+l 

L<H-b=m— lj La-t-b == n— 1 J L a+b = m— 1 J 

_S 2a+2n+2" +S 2a+4m-|-l ~ S 2a-f4n+2 

L a-4-b = n - 1 J L o+\> = m— 1 J L a+t = n—1 J 



+ s [ 2 a+6 1 m+l ]~ ininf - 

L a-hb = m-1 J 



toon bei* wir fyiet 7 ©lieber tyergefefct fyaben, wäljrenb tiefe ein* 
jelnen ©Hebev abwectyfelnb Summen fcon m unb &on n ©liebem 
jmb, fo baß biefe *Relfye2.) entfielt, wenn man bie ©lieber ber 
Steige 1.) bergejialt jttfammenfaft, baf bie erjlen m bet abbte 
ten ©lieber ber JReilje 1.) »orangefyen, bann bie erjien n ber 
fubtrafyirten ©lieber berfelben Steige 1.) folgen, hierauf wieber 
bie nafyfttn m ber aSbirten ©lieber biefer SReilje 1.) fommen, 
um lieber *>on ben n&d&fien n ber fubtrafyirten ©lieber berfelben 
SRet^e 1.) gefolgt ju »erben, unb fo bis in* Unenbli<$e fort. 

Um bie STOetfyobe be$ §. 20. anwenben }u fonnen, fcerfeljen 
wir bie einzelnen ©lieber ber gegebenen numeriföen SRetye 2.) 
mit folgen Sßotenjen fcon x, bajj wenn man bie bab.urd&'enfc 
jiefyenbe allgemeine 9ieil)e bifferenjiirt , bann jebe* ber ©liebet 
eine geometrif^e unb eben beäfyalb leidet fummirbare JReifye son 
tefoefttoe m unb n ©liebern wirb. 2Bir betrauten alfo bie 
SReifye 

«. J x< 2Ä -»- 1 > n ] fx< 2a + 2 > m 1 , r^+to+i)« T 
d > s Nä+T r S ~25+2~ + b 2a+2m-f-l 

L<H-b=m— lJ U+b = n-lJ L a+b = m-1 J 

[ x (2a+2n-f-2)m i r x (2a-|-4m-hl)n i 

2fl+ 2nH-2 +** 2«+ 4m+l " in inf ' = f «' 
a-hb ss n-l J L a+b = m-1 J 

wett&e für x = 1 in bie gegebene 9tetye 2.) übergebt. 
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i 

SBit bifferenjüren nun biefe SRctye na$ x unb ermatten 
4) nx^.sr x 2ftn 1— mx^-^sT x 2 * m ] 

+nx 2 ^ n+n " 1 -sr x 2an 1— mx^^^-^Sf x 2flm . 1 

+nx 4mn + n - I .S[ x 2au V in inf. = 9f v 

Die in biefen cinjclnen ©Hebern noc§ ttorfommenben (enblld)en) 
Sieben S[x 2an ] unb S[x 2flm ] »on bejüglic^ m unb n ©lfe* 
bern ftnb nun geometriföe Keinen unb geben foglei<$, wenn 
man fte fummiri, bejüglid) 

l_ x 2mn l_ x 2mn 

unb 



l_ x 2ü — l_ x 2m ' 

fo baß bie @Hei#ung 4.) übergebt in 

/ nx 1 *- 1 mx 2 " 1 - 1 \ 
D) V 1-x* ~" l-x 2m / 

(l-x 2mn Xl+x 2mn +x 4, ? n +x 8mn 4- in inf.) = Öf x 

b. I). in 

nx"- 1 mx*»-' 1 _ Äf 

in fo feme ba* *ßrobuft ber beiben lefctern gaftoren in 5.), ba 
bie Steige jut Steckten eine unenblldje ijl, ntd&t« ate bie (Sin* 
fyeit fliebt. 2lu$ ber 6.) folgt nun bie gefugte Summe f x ber 
allgemeinen unenbli<$en Steige 3.) augenbltcfttt$ , nämlid) 

in fo feme f x = werben muf , für x = 0. 

Setlegt man ben erfiern biefer 33rii<$e in feine belben Jßar* 

1 X n ~~* 1 x n ~* 

iictf&rü#e nämlidMn y?z^+y?xw "f° n ^ man 
butefc 3ntegtation fofott biefe Summe 

1 1 1— X 2 " 1 

8) fx - ~- %(l+x«)+ i^-i-^. 
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1— X 2m 

@e$t man nun fyiet x = 1, fo Ijat man, ba i _ n 

X X 

föt x = 1 itt — ü&etgefyt*), im gefugten „SBertl)" bet 
SRetye 2.), 

9)... = % 2+^-%^- ; 

wäJjrent? bet SBettl) bec au« benfelben ©liebem 

1 -1+1 -1 +1 -1 +1 -1 

~r 9 ' 10' Km K * 

beftefyenben ?Rctl)e 1.), in welcher glet<$ fctele bet abbitten 
©Hebet oon g leid) fielen bet fubttafyirten ©liebet gefolgt 
werben, ein anbetet, n&mlid) log2 iji. — Unb in bet S^at 
gel)t bet SBettl) 9.) au$ in ben SBettl) 1.) übet, fo oft man 
m = n nimmt. 

2)ie ®letd)ung 9.) giebt in ben befonbeten $dflen, wo 
m = 2 unb n = 1 , obet, wo m = 1 unb n = 2 iß, 
bie na$jief)enben 9tefultate, n&mli<$ 

(<+t)4+(1+IK+M4+(ä+ä) 

1 13 

— g-+ in inf. = log2+-^log2 =y%2 



unb 
1 



(i+i)+i-d+i)+i-(Ä+Ä) 

1 /l 1 \ 111 

+ y-\l4+16J+ ifl inf - = %2+y/(^y= 2"%2. 

2lnmetfg. 3)ie ©lefd)ungen 1.) unb 9.) [^reiben ft<§ am 
beutlt^jien fo: 



>) OTan biffcttttjKrt, um ben -g- 2Bcrt$ juBejNmmett, 3a^Tcr unb 9?ch- 



ner nac$ x unb ft>t bann »icber x = 1. 
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9) S [ 2a+l H 2a+2 1 ^ " = Q ° "* 9<m » 

L a+> ss mw-l J L a+* s= nf— 1 J 

b. fy. We ©letd&ung 1.) leljrt: t>ie 3)ifferenj ber Reiben Steigen 
jut 2mfen, too jebe gleich siel unb * ©lieber tyat, näfyett jtety 
befio mefyt bem log 2, je gtofet bie ganje pofttfoe 3<*f)l * bet 
©Hebet gebaut wirb; — bie ©leic$ung 9.) bagegen lefytt, baf 
bie 2)tjfetenj betfelben beiben Steiljen, abet* unter bet SSorau** 
fej>ung, bajj man tton ber erfteren mv unb fcon bet anbeten nv 

©liebet nimmt, befio metyt bem SBetttye log2-\—^log— fu$ 

4> n 

ndfyett, je gtofjet v (pofttto ganj) genommen toitb, unb baf 

jene Diffetenjen ben gebauten bejfiglid)en SBertfyen aud(j unenb* 

lid(j nalje fommen fönnen (nur baf na<$ nnb na$, \t gtofet v 

gebaut nritb, au$ bet SWinuenb unb ©ubttafyenb immet fott 

toad&fen unb julefrt unenblic$*gtojj toetben). 

*. 32. 

3)ie in ben SS* 19. u. 20. betriebene üKetI>obe bet <Sum* 
mation allgemeine^ nad& *ßotenjen »on x fottlaufenbet Steigen, 
täflt fic$ auc$ auf bie „2lu*toettI)ung' , folget Steigen amoenben, 
ttel$e, toeil fte nid&t mefyt nad& *ßotenjen eine* gfottfdtyteitung** 
$u$ßaben fortlaufen, nut unter bet 5Botau*fe&ung au*gen>et* 
ityct toetben fönnen, baf bie Steigen, n>enn unenUtc^e, au$ 
cotroctgente finb. 

SQSiv sollen bie« an einem Seifyiet au*füljtlic$et unb um 
fo liebet nactyweifen, al* bie* un* ©elegenfyeit giebt, auf bie 
$otft$t aufmetffam ju machen, welche bei ber S3eflimmung bet 
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burcfr Integration eingebenden ^onfianten beobachtet »erbe* mufi, 
wenn nid^t unrichtige JRefultate fyertoorgefyen foflen. 

©6 werbe alfo ber „fSStxfy" S z ber allemal con&ergmtm 
unenblictyen 9?eifye 

111 

1) Cosz-^Cos3z-\-£ i Cosbz--vsCos7i+ in inf. (= S») 

gefugt. — SWan erhalt burd) fortgefefcte« 2)ijferenjiiren (na<$ z) 

2) -ÖS* = Sint- l~Sin3z+^SinbZ'-j i Sm7z+ in inf. 

3) -a*S x =Cosz~^0>s3z+^Cosbz~Cos7z+ in inf. 

Wlan muf nun toiefe ledere Steige unter ber 93orau*fefrung, 
baf fle con&ergent iji, „ auswerfen " uno bann burc$ Sntegra* 
tion au$ tiefem 8*S B juerft 8S Z unb bann burc$ neue 
Sntegratton mä) S Ä fel&fi ju erhalten fu<$en. 

3u ©rrei^ung beS erfiern 3we<feö *erfel)en wir We mtrnb* 
lid&e Steige in 3. &ur Steckten mit ben entfored&enben ^otenjen 
Don x, unb fummiren alfo juua^ft bte allgemeine Steige 

111 
x*Cosz — o-x 8 -Co/3z+-^-x 5 «6 7 oi5z — -=-x 7 *Coi7z-j- in inf. 

unb man ftnbet folc$e nadj bem SJerfaljren be* §. 18. unb mit 
Sujtefyung be* erflern SeifoieK ju §. 17. 



MÄ (x * e ">+i (x - e -*4 



2 LTg K "Tg 
Seil alter na$ fem (Elementen ber anatytiföen Stigwomcttir 

Tg^Tg Tg 1-ab 

gefunten wirb, fo Iä#t ftdj Hefe «Summe etnfadjet <wrtbtu«en, 
fo baf tf# fmt>et 

1 1 

4) x-Cosi — ^ x* • Cos 3z-\~z-x*' Cos 5z— in inf. 

1_ 1_ 2x . Cw z 
~ 2'Tg 1-x» * 
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Sefci man nun Ijier 1 ftatt x, fo ftnbet f$ unter ber 
9Sorau$fefcung ber Gotwergenj ber Steige imb fo lange ni$t 

Cwz = b. I). z » wi+ yW iji, wo n SRutt ob« *o* 

fltto ober negativ ganj gebaut wirb, 

111 
5) Cos* — «-•Cö/3z-|--r •Gwöz— t=- •Cm7z+ in inf. 

wo r entweber ober eine ^ofttfoe ober eine negative ganje 

3af)l iß, wel<$e nun nodj nafyer befiimmt werben mufL SHBeit 

1 

aber biefe ©leid&ung auftySrt waljr ju fetyn, für z = -^n f 

-£**, y 7 *' K ' f° ^ e auc ^ ^ r 2 ^ ~~ IT 7 * 9 ~"2 n ' 

5 
— Y 7 *' KK * fo fann ba« ©efefr ber ©tetigfett na# Jeber 

folgen Unterbrechung betfelben, fu$ aufy änfcern, unb bed^alb 
fann bie ganje 3# v für biefe verriebenen Slbtfyethmgen ber 
SBetftye von &, jebeSmal eine anbere fetyn. 

2)a nun für z = biefe 3tetf)e jur Sinfen ben SBertf) 

1 

-r-rc annimmt*), fo folgt, fcaf för z = aud) v = 

genommen werben muf , unb ba v leine ftunftion von z fei;n 
fann, fo mufl f benfelben SBertlj behalten, au<$ für aUe 
übrigen SBertfye von z, welche auf beiben Seiten ber 3?uH fletfg 

anliegen, bi* ju benjienigen SBertfyen ^-ty 7 * * on z ^ n ' ^ r 

welche bie ©Icid^ung 5.) jum erjien SWale überhaupt ni<$t mefyr 
frtft ftnbet. Wart ftnbet alfo 



*) «efbnifc fööit $at 
flffiMben, »f*$aft man Mtft Striae bie gttbnty'ftyt nennt. 
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111 1 

6) Cosi — ö-*Cw3z-4--^»Cfo5z — -=-»Cw7z-|- in inf. = -j-rr 

1 1 

für jebcn äBerty fcon z, weld&er jwifd&en — -^n unb +•5'^ 

ließt. 

Stimmt man aber z = 2jm, wo /* pojttto ober negatfo 
ganj ift ober Sttutt, fo geljt bie Steige jur 8infen in 4.) aber* 

mal* in -jre über, fo bafj abermal« v = iji Solglid) 
bleibt v = für alle SBertbe fcon z, welche jwifeben (2«i— ^W 

imb (2jw+-n-W liegen. — @o wie iebod) z = (2^+1)** 

1 
gefegt wirb, fo gebt bie JRci^c jur 8infen in 4.) in — -j-n 

über, folglich muf man nun v = — 1 nehmen, unb biefer 
SBertb * muf nun beibehalten »erben für jeben SBerttj t>on z 

welker jwifc^cn fe^^--?")* unb W+-0) 7 * ß c g*- 

9Wan b«t alfo nun gefunben (unter ber 93orau*fefcung, baf 
bie Steige jur ?infen con&ergent iß) *) 

11 1 

L Cosz — ö-Cw^z-f— r-Cojöz— ••• = ^"T 7 *' 

wo ba« (+) 3dä)tn gilt, fo oft z jwiföen (2ju— yW unb 
(2/i+ yW liegt, wätyrenb ba* (— ) 3*i$tn genommen werben 

muj* f wenn z jwifäen (2^+-ö-F unb (2i M +-ö~) 7r Ktgen 

follte, w%enb n* entweber SRuB ober jiebe j>ojtttoe ober negative 
ganje 3afy[ fcorjieHt. 



*) £>b unb bajj biefc unenblt^e 3^c(6e ju ben coMwaenttn gebort, toirb 
am bejjcn im na^ßen IX. £&fil b. SB. bei ber öetrac^tung ber fogenannten 
gpurter'ftycn SRttyen na^getoiefen. 
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3ntegrirt man nun tief? ©lei^ung I. na# z, fo erhalt man 

7) Sinz—SmSz+Xswbz- in inf. = ±-Lr.z-|-C, 

Wo C einen nod) ju bejHmmenben Söertl) fyat, ber feine gunftion 
»on z (na<$ z conjiant) ip. — ' (Sefrt man aber fyier Patt z 
entwebet 2^ ober (2^i+l)7t, fo wirb bie Steige in 7.) jur 
Jfnfen bo# immer *= 0; atfo l)at man jur 93efHmmung ber 
Äonftante C bie ®lei$ungen 

1 1 

= -j7r.2ji7r+C ober = --4-rc-(2jU+l )rc+C 

b. ty. 

C«—- Jfifi» ober C=r+^±^7r*i 

IL ÄV»z— ojÄmSz-l-RäÄmSz— ••• =< . 

U-j^.[z-C2/u + l)^] 

wo bad obere 9tefultat gilt, fo oft z jwifäen (2p—- k-V 1 unb 
I^+ttP Hegt, ba$ untere bagegen, fo oft z jwiföen 

(2^+y)^ unb (2iu+-|)^ liegen foOte *). . 

3ntegrirt man jiefet biefe ®let$ung no# einmal (na$ z), 
fo finbet jt<$ weiter, wenn man linf* unb re$t$ no<$ mit — 1 
tnutttylicirt, ^ • 



>/ 



*) ©etfe&t man ft$ biefe« ^Refultat II. na&er, fo ftubet man, baf bte 
Betty jur fiinfen immer benfelben SBerty bebalr, für z = y »nb füt 
z = 2/w+y, »eil bie ei^ehten ©lieber berfelben für biefe beiben SBertyt 
»Ott z jleW einerlei SBerty 1)Qbtn. <So erflart ftty'*, toarum in bem ober* 
HnSbrnd }nr $e$ten z-2^^r eingeben mußj in fo ferne namli$ z-2/un 
jret* ein nnb bajfelbe y toirb, toie gro§ ober Hein au$ p genommen loerben 
mag. — Sinologe* lagt fity *on bem untern 9lu*brucf jnr legten fagen. 

VIII. 9 
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6) Cojz-^CöjSz+^CoiSz- in inf. 



f-g-^[z-(^i+2);r]+C 



(gefct man uun ttrieberum z = 2fiin, fo ge^t bie Steige 
linf* in tote ber rectyrofen dritten Sßotenjen ber ungetaben 3<tyfett 
mit abwe^felnben SBorjeictyen über, wcl^e ttir (in ber Stote jum 

\ttn gseif^iet ju 8. 14.) bereite = ^n* gefunben l>aben. gut 

z = (2/^+1)^ ftnbet ft$ biegen Hnt* biefelbe ffietye mit ent* 
gegenflefefrtem 33orjei$en. SRan tyat alfo jur SefHmmunfl *on C 

1 1 

oben 32^' = — jn*Lw(-fyn)+V t 

unten -^** =-^*(2M-l)*^+C, 

alfo C= [(2^+1)^-1].^». 

2)iefe SBert^e in bie &) fubjiituirt, geben nun 

111 
III. Cwz-^Cto3*+^(Ä*5z~;^Cw7z+ in inf. 

wo fcet obere SBetty ftilt ffit alle SBettye Don z , »el<$e jwiföen 
fe^-A-ta im* (2|K+2-)* N<«» »fi^rno Me jmtew gom 

Me »atyte iji, fo ofl z jVoiföen fe/<+ yj* uno (2/*+ -^) n *<«*• 
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2BiU man Mof Stefuftate, wel#e wabr jinb, für alle SEBert^e 

1 i 

fcon z, bie awiföen — o - ^ unb +-jr 7r N*^ (° f e fr* 

man j* = (in I.— III.) unb nimmt feie oberen Xefuttate. 
unb man $at bann 

11 1 

1. 1. Chiz — 0- 6öj 3z+ -R- Cöj 5z— in inf. = -j-rc; 

11 1 

II. 1. Ämz— 7^Stn3z^-x-jSwfa— in inf. «= "j 71 ^ 

1 1 

III. 1. Cwz— ö|Coi3z-f-rj Coj5z-- in inf. 

- -Mi*'-**) 5 

u. f. tt). f. 

SHBir fugen nod) folgende 93emerfungen fyinju: 3I(d wir in 
bet ©lei^ung 8.) jur ©eftimmung ber Äonftante C, itatt ? ben 
äBertl) 2fi7t festen , erhielten wir lintt eine Steige ber reci* 
ptofen Sßotenjen, beten S33ertl> befannt fei;n muffte, wenn man 
bie Äonfiante C ofyne SBeitete* beßimmen wollte. 

Sßate bet 2Bertt) biefer Steige nic$t befannt gewefen, (0 
mufte man gut SefJimmung bet tfonßante C, ni<$t z = 2/m 

fefcen, fonbetn flatt z einen anbetn bet jwiföen (2fi— -<An unb 

(2/« + -i- p Hegenben SBertfye nehmen, etwa z = (2/i -}- -ir)**— k , 

wo k poflti^o abet beliebig flein gebaut witb. SDann gefyen 
Cosz, Cos 3z 9 Cos 5z , Co* 7z, k. k. bejügli<$ in 
&'»k, — Äw3k, £t»5k, —Sfo7k, k. ic über, fo baf bie 
©Heber bet entjte^enben JRetye bet SGuH fidj bejlo mefyt n^etit, 
je Heiner k gebaut wirb. @* witb alfo nun bie ftetye jut 
Sinfen für tiefen SBetty Don z befto nat)er bet 9toH gleidfr, je 
Heinet k gebaut witb *), wäljtenb bet (obere) 9taebnt<f jur 
Siebten befio nÄljet 



*) $0 »erben jtrar bie Dtrlfa^en deficit (2n+!)k, einen enMif^rn 

9* 
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Wirb, je Heiner man k ftd) benft. Sllfo fyat man jur Sejürn* 
mung ber Äonftante C bie ©tetdjung 

= *(*» , -t)-" , + c 

woran* ficfy C gerabe fo ftnbet, wie wir fofd&eö oben gefunben 
fyaben. — Um bie untere Äonftante C in 8.) ju ftnben, farat 

man z = UiU+yjTr+k nehmen unb eben fo fd)lie{kn. 

9Ran begreift übrigens, baf weil man biefe nad) bem So* 
fmuS ber sielfac^en Sogen fortlaufenben Keinen, welche für 
z = in bie Steigen ber rectyrofen s 4Jotenjen übergeben, au$* 
werben fann, ofyne bie Summen ber lefctern üorljer nötfyig ju 
fyaben, au$ ben 2Bertl)en ber erflem aud) bie ber lefctern SRetljen 
wieber gefunben werben fann. 

§. 33. 
3fi 

1) tto+u l +u 2 +u 3 4-ö 4 + in inf. = a 

eine numerifcfce unb consergente 9Jeil)e unb il)r „3Bertfy", = a 
unb potenjirt man bie 93aft$ e ber natürlichen Sogaritljmen mit 
ben gleiten 2lu*brütfen rec$t$ unb HnfS, fo erhalt man, fobalb 

e* r = v r , alfo u r = logvt gebaut wirb für jeben %t\&x r, 

2) v «v, «v^« v 3 «v 4 «v 5 « in inf. = e a 

unb fo jtefyt man ein Sßrobuft fcon unenblid^ fielen ftaftoren, 
wetöje*, je mefyr man $aftoren nimmt, bejio mefyr bem befiimm* 
ten SBertye e a fi<$ nähert unb julefct unenbli<$ nal)e fommt. 



©erty annehmen , »etm n uttenbU<H™§ V* fr *><»§ matt nun Sin(2n+l)k 
ni$t me$r al* ttnetibltd^ - flttn anfielt fann; beigeben ftnb biefelbett ©lieber 
btrnfc (2o+l) s bfofbirt, unb be^alb TÜrft bo$ ber SBetty ber ftetye mit 
k jugleity ber 9?ttll ttnettblity tta(e. 
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SBdre bte Steige in 1.) eine btoergente gewefen, fo würbe 
ba« *ßrobuft in 2.) feinen bejlimmten SBertl) fyaben. 
SSSir nennen batyer ein *ßrobuft 

v o # v l -v a «v 3 «Y 4 » in inf. ober P[v ft ] 

öon unenbli# liefen gaftoren, con&ergent ober bisergent, 
je na^bem bie unenblidje Steige 

. %v +%v l +%Y a +%v 3 + in inf. ober S[%v fl ] 

eine confcergente ober bfoergente ift. 

(£in fold&eä Sßrobuft *on unenblid)#ttielen gaftoren fann aber 
au% ein allge meinet fetyn, wie j. 95, in ber (Sinleitg. §. 13., 
namlidj 

unb II. Cos X =?[i-^^], 

unb bann wirb es weber conttergent no# btoergent genannt 
werben tonnen. 

3)ie beiben sorliegenben *ßrobufte jtnb übrigen* (na<$ ber 
ttorfiefyenben Definition) für jeben reeflen unb imaginären SEertl) 
tton x &on ber gorm p+<H> allemal con&ergent. 

Uebrigenö fcerßefyt e$ ftdj son felbft, baf man ein *ßrobuft 
von unetjblicfcsielen gaftoren ni<$t ald benimmt gegeben anfeljen, 
bafyer au# ni#t nac§ bejfem 2Bertf) fragen fann, fo lange ni$t 
ba* ©efefc, nadj welkem bie gaftoren fortf freiten , bis in* litt* 
enbli<$e befiimmt unb gegeben ifi *). 



*) Sftan ftnbet bett 55uöbrucf »on Sßaflte geto5&ttli<$ fo (jefönebfn: 
1 2.2.4.4.6-6.8.8. in inf. 



71 = 



2 1-3.3.5.5.7.7.9. in inf. • 

er ifi aber eigentlich fo §u fcjretb tn 

1 22446688... 

T* = T'T 'T'T'y •T"T'¥ # in ,nf " 
»a^renb er am befUtt fo getrieben toirb 
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y* = y|a>y | a für v = ao mtb pofttfo gonj; 

b. $. ber Kugbrutf juv Stielten nähert jttj bcm Sertyc -^-^ * f ft° mc ^ r ' 

j[c firBgcr v pejitfo gang flcnomwert wirb «nb tommt jultjt btmfelbrn 2Bertye 

1 

Y*, «ttfttbKcJ IIa Je. 



3toeite Slbfyanbluttg. 

SBon ben 2)tfffremen* unb <5ummen$9ifi{)fn, 

r 

fo \m 

Mit ber 9tecJ>mmg mit enbltrf)cri Differenzen 

unb ©nmmen. 



SBttrte* Äapitel. 

930it fcen Differenzen* wnb 8ummcn^ct^cn. 

SBotetinnetung. 

(Subtrafyitt man in einet atitymettfdjen Steige je jwei auf ein* 
anbet folgenbe ©Hebet *>on einanbet, fo erhält man lautet gleite 
JDifferenjen. 

Sljut man baffelbe bei bet 5Reil)e bet £tuabtatjal)len 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, ..., 

fo erhalt man eine attttjmetifcfje Steige 

3, 5, 7, 9, 11, 13, -. 

in welket etft hiebet bie SDiffetenjen bet ©liebet einanbet glet<§ 
unb =2 toetben. 

$t>ut man baffelbe bei bet SRetfye bet Äubifjaljlen 

A. 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, ... 
fo etfyfilt man bie SReilje 

B. 7, 19, 37, 61, 91, 127, ..., 

tt>ef<$e auf btefelbe SQBeifc bemäntelt ju bet atit^metifc^en Sleifye 

C. 12, 18, 24, 30, 36, ... 

fitytt, in toeld&et bie Diffetenjen bet ©liebet einanbet gleich 
wetben. 

Umgefefytt: fyat man biefe 33emetfung für bie Äubif jaulen 
gemalt, fo fann man jtety betfelben bebienen, um bie Stetige bet 
Äublfjaljlen bequemet fottjufefcen, al« bie* butd? ba* bitefte 



\ 
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j?ubiren gefd)iel)t, baburc§ namlid), baf man juerfi bie Striae 
C, barau« bfc SRetye B. ft# bilbet, inbem man ju jebem bereite 
gefunbenen ©liebe *>on B. baS eben fo hielte ©lieb fcon C. ab* 
birt; enblic§ aber au* ber Steige B. wieberum bie SReifye A. ge# 
rabe fo confiruirt, wie au* C. bie B. confiruirt worben ijt 

5)iefe Semerfung unb bie auf tfe gegrunbete Hoffnung, £a* 
bellen bequemet al* auf bireftem SBgjt <*njiruiren ju lonnen, 
war nun bie SJeranlajfung , bafi man fol#e jufammengel)orige 
Steigen einer ndfyern SBetea<$tunß unterjogen fyat, wie wir jefct 
ausführlicher jeigen wollen. 

*. 34. 
3>e«ft man fi$ eine UT*9teitye 

»••, tl r _2f Ur— lf tt r , Ur+lf u r+2> *W*/ ~* 

fcon ganj beliebigen 39uc$jitaben* ober 3iff^n^u«brfirfett unb 
barau« na# unb nad) neue Steigen getilbet, taburdty, >af man 
in biefer wie in i&er feigenbm Steige, jebe$ ©lieb *on bem 
ndc^jifolgenben ©Hebe. fubtra#rt f fo *ejeidjncn wte Me €töe* 
ber biefer neuen Steigen tour$ 

I. •••, ^/U^j, ^Hr-If -^ür f "40b*4f ^W* f 
IL •••, J*Ur-2t ^*U r _i, ^/*U r , ^ 4 Ur+l f ^'öf+J, ••• 
III. — , 4*U T s, ^'Ur-i, 4*U T , ^'Ur+l, ••• 

u. f. w. f. unb wir nennen biefe neuen JRetyen kjfigli<$ bie 1* 
2", 3 te , k. 3)ifferen^9iei^e fcon betKT*Re4frc--~3Wmitt 
man alfo bie I. al* Ur* Steige, fo jtnb bie II. unb III. beten 
erße unb jweite £>ifferenj4Reit)e. Unb benft man ji<$ bie II. atö 
IteStetye, fo ijl bie III. beren erjle 3)ifferenj4Rdl)e. 

9ta$ biefer Definition jtnb alfo bie 3ric$en Ju*, 4*** 
J r n Bf ic. für jefeen Seiner s erftätt bur$ bie ©ieid^m^en 

1) ^/u. = u.+i— u. ober U.+1 = u 8 +^a § 

2) 4 % u % = Ju § +i—Jv § ober iiwi = Ju § +J*u § 

3) J'u, «■ ^ f n M -i— ^/*u. ober J*xu+i = z/ , u § 4-^ , u ir 
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ut* allgemein 

(O)*. z^+^g = ^/ p n 8+ i— ^u 8 Dber ^o g+ i = ^Pa B -J-z/p+ 1 i! 8 *), 

»o fiatt s jeber beliebige 3**8« , unb flott p jcbe beliebige 
gongt 3a^t gefegt »erbai fanft, ia felb# He ftutt, wenn matt 
mit unter 4°u B ba$ ©liefe u* felbji, fo wie unter ^'u 8 
Nojj -^u, »erfleht. 



35. 

3Ran famt $$ autit) bfe fRei^en im 8. 34. aufwärt* eroel* 
tert benfen, inbem man oberhalb ber Urötetye unb fiber ehtanber 
neue Keinen fefct, fo gebtibet, baf {ete biefer neuen Steffen, 
nebfi ber Ur'SRetye at« ble etjle 2>tffron8*9teifc ber junSd&fi 
über if>r fiefyenben Steige angefefyen werben tarn. Sejei^net 
man biefe neuen Steigen baburety, baf man ben ©liebem ber 
tfoStrftye noc$ J- 1 , J-* 9 J-*, k. k. sorfefct unb nennt 
man biefe neuen Steffen bejügfi# bie V, 2 U , 3 tf k. <Sum* 
men*3tell)e ber llr4Reit>e <<Ä>et bfe (~1)*, (-2) te , (-3)* w. ic. 
3affetety*9ktyt ber Uc^eiije), f* laffen $<$ tiefe 9tetij»m alle 
m folgenbem ©$ema überfein, n&müäf: 

(-3)*®. 9t. •- ^- J Br-l, ^"•Or, ^- 8 « t +-l, ^-*U r + 2 , ••• 

^/- 2 u r , ^-*u r+ i, z/- 3 a r+1 , — 

U rf U r -|_l, U rH _2/ ••• 

z/u rf ^U r+ i f / ^«r+2, •»• 



(- 


-2)* SD. 9t. 


• •• 


^u,..,, 


(- 


-l)«2>.9t 


• •• 


^ -1 U,_l , 

• r 




Ut*9Wfc 


• •• 


U r -1, 




l tt 3>.». 


••• 


^Ur-1/ 




2*3).*. 


• •• 


^'ttr-l, 


tt 


, f. 19. f., 







*) Diefc ®ltk$tt»gen laffett jtyett, baf //n s btx 3utau$d 4fc tat u 8 
erleidet, um }ttm tifttfiftt bliebe u 8Jf4 fibrittycten, fctyrenb ^ p ~ hl u 8 
bet 3ttt»«<$* tfl, ben ba« ©Heb z/ p u g erleibettimtf, tun im» «&#cti®Kebe 
^a i+1 berfrfbeii ffietye Äer$tt0i|m. 
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wo in jcbet na<$ unten folgenden SRttyt jebc6 ©Heb bie 3)lffe* 
tenj jweiet ©liebet ber näctyji batübet fietyenben 9tetye ifi, j. 33. 

alfo baß bie ©leietyung (<?) be'8 aorfyergefyenben $. 34., nämltd) 

ni<$t blof für jeben 3^8^ s, fonbetn audji no<$ für jebe ne* 
gattoe wie pojtttoe ganje 3^1 gilt, welche jlatt p gefegt »erben 
mag , unb no$ für p = 0. 

Dtefelbe ©leicfcung fann man auc$ no6) in ben na$ße$en* 
ben beiben anbetn gormen fc^teiben, nfimlic^ 

2) ^pus+i = ^Ug+^/p+^a 

unb 3) ^/ p u s = z/Pug+i— Jv+ l u B . 

S. 36. 

(SS ifi abet babei nodj ju bemetfen: 

1) 93 on jebet <5ummen*9teil)e fann unb muß baS erfle ©Heb 
beliebig angenommen werben. 

2)' Um alfo bi$ jut q tftt ©ummen^Rei^e ju gelangen, mujj 
man bie erften ©lieber ber l tcn , 2 itn , 3***, ••• q 1 *" Summen* 
Sieifye jt# geben laffen obet beliebig annehmen, ober bafür lieber 
bie q erften ©lieber bei* q ten ©ummen*9?eil)e beliebig annehmen, info 
feme man aus lefcteren bie 2)ifferenj^ei^en ftd) bilben fann, wetdbe 
bejöglid^bie (q-l) te , (q-2) te , (q-3) te , -..2 te , l te ©ummen^ei^e 
fetyn werben, fo baf man julefrt *>on allen q (Summen* Steigen 
wieberum bie erßen ©lieber f)at. ü)iefe q erjien ©lieber ber 
q tw <Summen*9teifye, welche wiHfüljrli<$ , alfo in ben Slnwenbun* 
gen fo gewallt werben fonnen, baf nodji einer Sfajatyl q &on 
9?ebenbebingungen genügt wirb, nennt man wol)t auc$ „bie in 
„bie q te <Summen*9?eil)e eingefyenben q willfüfyrlictyen 
;,Äonftanten." 

3) ©efrt man in ber ®lei<$ung (d*. 1.) fiatt s na<$ unb 
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nad) r+1 , r+2 , ••• r+n , unb abbivt man aHe 3tefultate, 
fo erhält man 

^/P+ 1 U r+ i+^/P- | - 1 U r+2 +^ P+1 U r+ 8+ — +^ P+1 U r+11 

b. I). in jefecr Steige ijl bie ©umme tton n auf einanbet fol* 
genben ©liebem, toom (r-fl) tro ©liebe ab, — bem (r+n+l) twl 
©liebe ifytet erften ©ummen*9teil)e gleidj (b. I). bet im @<$ema 
junä<$fi äbe* iljt fiefyenben Steige), mtm man ba&on ba* 
(r+1)* ©lieb betreiben (Summen*) SRetye fubtraljfrt. 

§. 37. 

Sind ben unenblicty fielen ©leid&ungen, mltift avA iebet 
bet btei ©leid&ungen <?. 1, c?.2, cf.3. be« 8. 35. babutdj 
fyettootgefyen, baj* man ftatt (p unb) s na^ unb nac$ alle pofc 
ttüen ober negativen ganjen 3atytn unb bie 9full fefct, unb bann 
im etfietn graH alle ©lieber bet 3)iff erenj ^ 9teit>en eliminitt, in 
ben beiben anbetngfilten abet aHe ©liebet bet Ut'Stetye, etgeben 
jt# fogleidj bie btei #aupt*9tefultate, namlic§ (au$ bet d\ 1.) 

1) J*u t = S[(-l) ft -n a .u r+n _ Ä ]; 
bann (au* bet <f . 2.) 

2) u r+n = S[n ft .z/ Ö u r ]; 
mbltc$ (au$ bet d". 3.) 

3) u r _ n « S[(-l)*.n Ä .^u r _ fl ], 

»o übetaß n« ben a tffl SinomiaWfoeffijfenten t>orflent &on bet 

fo bap n« = — j— ijil unb 

wo bie Stetyen jut Slec^tm aHe enbli# jtnb unb au8 n+1 ©lie* 
bem befielen, in fo ferne tt>it un* n fyiet pofiti* ganj ge* 
ba<$t fyaben*). 



*) 2Jton ftttbet bttfe 3tef«Itotc erfl für n = 2, n e= 3, »& k. ffcflt 
fte bann allgemein fo tyn, tote fcier gef<$e$en, unb betoeift julefct, bag jebeä 
tafelten tto0 für bie 3a$l n+1 gilt, fo oft ti für trgenb dne btfHmmtc 
3a$l n toa$r iß. - «* ff* nämlty j. 93. 



1 

I 
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t 

2>ie ©lei^ung 1.) letytt aber wie ein ©Beb bet n*» 2)iffe* 
tenj* Steige in n auf einanbet folgenbe ©Hebet bet ttt*9Mfye 
auögebtutft witb. 

Sie ©leicfcung 2.) le^tt ba* r+n* ©Heb bet Ut*#et> 
ftnben, wenn fcon jebet iljtet n auf einanbet folgenben 2)iffetenj* 
SRei^en ba« r te ©Heb befannt unb gegeben iß. 

Die ©lei<$ung 3.) entließ le$rt wie ba$ *w *'» ©Hebe 
am n ©liebet titcfwatW gelegene ©Heb bet Ut'ätctye, in bad 
r'< ©Heb betfelben titätetyc unb in bie bejügli^ um 1, 2, S, 4, 
••• n (Stellen tutfwätt* gelegenen ©Hebet bet bejüglicty 

1*\ 2 itn , 3 lttl , 4 ten ... n tfn Dijfetenj^Retye 

auSgebtücft werben fann. 

3u gleitet ^dt mag man batet ni#t übetfefyen, baf febe 
Steige al$ llt*5Reil)e genommen werben fann, unb baf, wenn 
^u, fflt bie wvfc^iebenen 3eiget s bie ©Hebet bet Ut4Reifye 
fcotfleKt, wo p ^ofttto obet negativ fetyn fann, bann Jv+* Ui 



olfo feenn bie 1.) für biefe getoijfe bejlimmte 3«W n »a$r tfl (an* a.) 

b) J*\ = S[(~l) tt n a .u r+1+n ^]-S[(-l) Ä n a -u r+n _ J 

€>onbert man aber $ier &ur SRetyen Don ber erjten SRet^e ba* aflererfle ©Heb 
ab (inbem man a = nimmt, bann aber a+1 ftatt a fe$t) «nb beult 

matt baran, ba§ H) ö+I = -(-!)* wb » a+1 +P a = (n+l) a+1 ift 

fo ereilt man <mt »wjUfcnber ©leüfrwj M*l 

c) ^\ = « H4 ^+S[(-t)^iH-l) H 4-«^H^J- 

Sägt man je$t ju ber SRetye jur SRe$ten tto<$ ein allerer ftr* ©Heb bin^u 
(babnr$, baß man a-1 Patt a fefct) «nb nnterfn<$t man, toel$e* bieftf 
neu &fo|«gffßgte ©Heb (fr (babnn$, baß man tjt bem aujifrt getvonmnnt 
allgemeinen ©liebe ber ftetye, ftatt a förtibt), fo fhtbet fty, baß feit* 
eben ba* in 3.) »oranjir$enbe ©lieb ift. Wati er^ftlt olfo 

d) ^+ J u, = s[(-l) Ä (n+i) a .ii r+n+1 ^] 

«nb bir0 {0 bie »bige ©(etyung 1,) toieber, nur n+1 ftoü n gefffcr. — 
©an) analog »erfährt man mit b'en beiben asbern ©tyen. 
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bie ©liebet fcet jugetyorigen a**" £>iffcrcnj*9tei&e b&eitten. 3>ic 
(Weisungen 1.— 3. fonnen batyer auty no<$ fo gefunden wer* 
ben, ncunlid? 

4) ^+*o r = S[(-!)*.n a .^UH-n-a], 

5) ^u r +n = S[n 4 .z/p+ ö u r ] f 

6) ^pu m = S[(~J)«n Ä -> +fl u r _ ft ], 

wenn mit n (n>ie in 1.— 3.) pofiti» gana (ober 9iull) ge* 
ba$t ifh 

änmctfg. 1. S)ie ©leid&ungen 1.) unb 2.) finbet man 
^Anftg au$ fo getrieben, nämlt# 

1) J*u t = (üi— l) Ä -u r 

unb 2) Ui^n = (1+^0* *«r, 

inbem man ff($ fcorbefyalt, biefe n** Sßotenjen nad) bem binomt* 
f($m Jctyrfafce ju entwirfein, hl ben ßntwicfelungen aber u lt 
u r , u t aW ?ßotenjen anjufetyen, in welken bie Seiger bie l&p 
Renten jtnb (alfo baf j. 33. Patt (u,)*-* getrieben wirb 
u n -«, Mb «t+r flatt UfU rf u. f. ».)/ ferner^ jiatt mit u r 
ju mufttylidren, biefe* u r nur formeff an \ 9 J t J*, 4*, J* t 
k. unb jwar hinten anjufyängen. — JDie ®lei<$ung 3.) enbli<$ 
laft ji$ auä) fo ffyei&en 

3) U r _ B » (lw/«_i) n -U r , 

wenn man nur ji<$ wxUtylt, biefe n* *ßotenj nac$ bem bfno* 
tnif<$en Setyrfafce ju entwicfeln, bann aber jiatt (^u_O ft jund^ji 
z/«(u_i)«, bann ^ a u_« ju fdjreiben, b. % Jvl- X allein 
?ßrobuft axA J unb u_i, bagegen u_i als eine $otenj ju be* 
fyanbeln unb beren 3eiger —1 aW (Syponent anjufeljen, — 
»erat man enblicty ba$ 9Rultipliciren ber ©Heber ^ fl u_ a mit 
n, fo ausfuhrt, baf u_«-u r in u r _ ft , alfo ^ a u_ a -u r in 
J*xk t -* übergebt , b. ty. alfo, wenn man bie furj Dörfer bei, 
ben 91.9?. 1. unb 2. gegebenen Regeln beobachtet. 

änmerfg. 2. 2>a bie ©lei^ungen $. 35. d* 1.— 3. für 
ieben SBertl) t>on s unb für jieben SBertl) *on p gelten, weiter 
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pofttto ober negativ ganj ober tfi, fo faim man in jebem tyrer 
©lieber bie 3**8« sott 4 unb bie &on u um beliebig Diel (nur 
um gletdj&iel) sermebren ober termmbern unb man ffat nodfr 
immer richtige ©leicijungen. 35iefe$ SSerme^ren ober SSerminbern 
gefc^ie^t aber, xomn man eine foldje ©lei^ung mit ^u„ ber, 
geftalt ber ftotm nac§ multiplicirt ober bhribirt, baf man fiatt 
J*u v »J*u B unb J^u^J^n, f treibt bejügtid) d*+»u B + v unb 
^-"u^v, ba$ namlidO, voa$ man erhalten würbe, wenn man 
J», z/p, eben fo u„, u B att *ßotenjen anfafje unb bejubelte 
(nur bafj im lefctern gaHe b. b- bei u„ u 8 bie Opponenten 
unten ju fuetyen waren). Unter biefer SSorauefefcung fann tnan 
j. S3. bie ©leid&ung d*. 1. §. 35. aud& fo [^reiben 

J***U t = (U,— ü ).z/PUg 

©efct man bafyer l>iet: nad) unb nad) 0, 1, 2, 3, ••• b— 1 fiatt 

p , fo fann man bie ju Slnfang be$ §. 37. »erlangte Slimination 
»on Ju B , J 2 v 8 , 4*u Bf ••• J*- 1 ^ offenbar am bequemten 
baburd£ bewerf fielligen , baj* man bie entfie^enben ©lei^ungen 
ber §orm na# aKe mit einanber multtylicirt unb auf beiben 
Seiten bur# Ju B , J l u B , k. J*- 1 ^ bibibirt. <5o erbalt 
man augenblidlicb 

wenn man nur bie 5ßotenj in STOulttylifation auflöfi, ba$ 9Jhik 
ttyliciren ber $orm nadj aber in bem ttorbemerften ©inne 
ausführt. Die* giebt aber gerabe ba« 9tefultat 1.) bed §, 37, 

(Sben fo fann man bie ©leid^ungen d". 2, unb d*. 3, be* 
8. 35., inbem tjtan fiatt p fefct unb in ber lefciem no$ s— 1 
ftatt s, fo fd&reiben 



*) $* toürte gang auf ein vlxC* baffelfce ^tnatttfaufen, toenn man 

unb 

z/»u g = («.-1) n -«. 

föreifcen wollte. Die obige €$refotoetfe greift ftt>o<$ in fca* SBefen ber 
@a$e me$t no# *fo- 
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Ua+i = (l+^)*u 8 unb u^i = (1— z/u-i)-u g . 

©ejjt man nun fyier nad) unb na$ r, r±l, r±2, r±3, ••• 
r±(n— 1) jiatt s, inbem man ba$ (+) S^n M b« erflern, 
ba$ (— ) 3«#w W ber anbern @lei<$ung gebraust, — multi* 
jjlicirt man alle entftefyenben ©leidjungen bergormna<$ mit 
einanber unb btoibirt man bann auf beiben Seiten burd? 
iir±i*u ri 2«u rt ±:3* k. ic, fo erhalt man 

2) u r+n = (l+^) n -u r unb 3) u r _ n == (l-^u_i) tt .u r 

unb fo Ijat man au# bie ©lei^ungen 2.) u. h.) be8 §. 37. am 
fd^ncHfien gefunben*). 

i. 

8. 38. 

Obgleich biefe ©lefd&ungen 8-37. 1.— 3. unb 4.— 6. nur 
erwiefen jtnb für ben gall, baß n pofittfc ganj (ober SRuD) 
gebaut wirb, fo ergiebt boc$ eine nähere Unterfuctyung , baf jte 
auc$ nodj beibehalten werben tonnen, wenn n negativ ganj 
gebaut wirb, fobalb nur bie Steigen jur Siebten, bie jejjt un* 
enbltdje fmb, consergent fcorauägefefct werben, ober (wa* einer 
allgemeinen 9te$nung entfyrectyenb ijl) fobalb man, wenn 
man fie bei irgenb einem m tett ©liebe abbitten lift, no$ ba$ 
(Srgdnjungöglieb fyinjufugt. — Um aber bie richtigen gormein 
am bequemjien ju finben, gefye man fcon ber SluffajfungSweife 
bet sorjleljenben 2lnmerfg. 2. ju 8. 37. auä unb wrfafyre wie 
folgt: 

A. $Stan multtylicire ber gotm nad> bie ©leietyung 1. 
be* 8. 37. , nämli$ 

1), J»u t = S[(-l)*ivu r + n _ a ] 

naä) unb na<$ mit allen m ©liebem ber Steige 



*) <Blatt Ux Olctyitng 2. Fottnte man au<$ ttc$ fc^reibett 
u r+n = (4 9 +J x ) n *v t tmb (latt Ux ©lei^wng 3) au$ no$ 

VIII. 10 
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src-W-nVu-,,-,! 

L e+t> ss m-X J 

unb abbite alle Stefultate; bann erhalt man 

2) S [(-1 ) f (-n) e • ^*u M _ c l = S T(-l )«+ f n a . (-n) c • u r _ (a+c) l . 

€>rbnet man bie DoppeWReilje gut Sterten fo, baf man a+c = e 
nimmt, bann juerft ftatt e na$ unb nad& unb alle ganzen 
ßatylen fe$t, fo ftnbet ftdt) u, at* ba* allererfte ©lieb (füt e = 0)$ 
für jeben ber übrigen SBertfye &on e, nämlid& für e = 1, 2, 3, ••• 
m— 1 ifi bie (Summe aller jugefyorigen ©lieber iebeämal !föuli, 
weil nad) eintr befajmten (Sigenfdjaft ber SMnomiafcßoefftjienten 
allemal 

Srn fl .(~n) r l = 

L a+c = n* J 

iß, welche ganje ^oftttoe 3af)l man au<$ fiatt |u fefcen mag. 
Snblidj wenn man e>m— 1 nimmt, alfo für alle übrigen 
SBertlje fcon e, — weld&e bnrd) m+f au$gebrü<ft »erben föraten, 
— wirb bie Summe ber jugefyorigen ©lieber behalt nityt me^r 
9tuH, weil c burety bie @lei<$ung c-f-b = m— 1 bergefialt 
befdjranft iji, bafj c ni<$t me^r alle SBertlje erhalten fatm, 
welche ber ©leietyung a+c = e ober a+c = m+f genügen. 
Die ©leid&ung 2.) laft jt<$ alfo aud& fo fd&reiben: 

3) sr(-~l) c (^) c .^u M -cl 

L C4-b = m— 1 J 

= u+S r(-l) m ^n a .(-nVu r - m _ f "] 

unb bie* iji, wenn man nod& linfd unb redjt* (ber ftovm natif) 
mit J~ n multtylicirt (b. $. bie n te ©ummen* Steige al* nm 
Ur4Retye nimmt) bie verlangte gönnet, nämli$ abermals bie 1. 
be* 8. 37. aber — n ftatt n gefefct, unb nur mit m ©liebem 
ber Steige nebji no$ bem (Srganjungägliebe, weld&e« felbfi wie* 
ber au* einer enblid^en Slnjafyl bon ©liebern befielt, ba (red&tt) 
n ber grofjte SBertl) bon a iji (in fo ferne n« = wirb für 
a>n) unb m— 1 ber grofite SBertty bon c, alfo m— i+n 
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bet gtöfite SBetty x>on a+c b. $. bon m+f tft, fö baf 
n— 1 al* ber grofte 3Bertl> von f ji$ auStbeijl, ttcfttyatb man 
bte ©leicfymg f-f g = n— 1 no# baruntet fefcen farat. ©efct 
man no$ überbte* überall m-r-1— b ßatt c f fo roitb bie 
©leid&ung c+b = m— 1 uberflüfjig, toäfyrenb We @leic$ung 
a+c = m+f bann in o = f+b+1 übergebt; ba« Slefultat 
ftytribt ftc$ bann fo (wenn nodj mit ^~ n tmitttylicirt toox* 
ben ip) 

4) J-** = SK-W-nX-u,.».,] 

L C-h> ss m-1 J 

-S [(-l^+faf+M.! • (-n) m _i_ b ^-X-m-fl 

in fo ferne redete n f +b + i = wirb, fo oft f+b+l>n, 
b. f). f+b>n— 1 ift, alfo n— 1 crnti) ber gröfte 2Bertl) fcon 
f+* Wr f° kttpr roaljrenb für f irgenb einet feiner SBerttye 
0, 1, 2, 3, ••• n— 1 gefegt worbcn iji, gleftfaeitig flott b na$ 
imb na# 0, 1, 2, 3, bt* n— 1— f gefefct »erben muf. 

Serbinbet man bamit nod? bie <£igenf$aft ber SSinomiaU 
Äoeffijienten, na<$ welker 

(-lK-n)e 4 (-l)cL^_ = L_ = JüÜ-li 

= (n+c-l) c = (n+c-1)».! 
wnb 

(-*-" - \m-l-b)! - ^^V^i^ 

~ v ' (m-l-b)! 

Ä (-l)m-i-» .( n+nj _2-b) m _i_> =*= (-lr^^-Cn+m^-bVi 

ifi> fo getyt bie 4.) über in 

I. ••• J-»U T = Sj^y-U,_n-c 

L t+b =s m— 1 J 

+ S ft-iy+S+n.! .(n+m-2-t)„_i • J-*o t -m-i\ *). 



*) S* fowmi ttgaiflty tm erßrit 8WRer M 2** » flö rfgat* (-i) 2m +M-* 

10* 
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B. Um bie onbere ©(d^ung ju ermatten, raufttyHchre man 
We @lei$itng 2.) be« %. 37., n&mli$ 

2) u r+n = S[n,.>uJ, 

welche jut Siebten n+1 ©liebet Ijat, nad& unb na<$ (bet 
gorm na#) mit bm einjelnen ©Hebern bet auö m ©Hebern 
beßetyenben 9tei(|e 



S f (-n) t . J< ] 



/— n VI-l 

[tt>o (-n) { ben c tett Sinomial'Äoefftjienten - — L . — ber 

(— n)'« 1 *ßotenj eine* Sinomium* t>orjieHt] unb abbire alle enfr 
fiefyenben ©letd^uitflen. Die* giebt 

3) S ft-n W<u r+n l = srn a .C-n) c .^ Ä + f u r l. 

Dtbnei man nun bie SRei^e red^td f tteld&e* eine 3)oM>el*9teil)e 
ifi, fo, bafi man a+c = e fefct unb bann 0, 1, 2, 3, k. 
ftott e föreibt, fo ifi ba* allererfie ©Heb (für e = 0) wieberum 
u r , unb bie übrigen ©liebet (für e = 1, 2, 3, •••. m-1) tuet* 
ben nrieberum ber 9luU gleich 2)*abur# gel)t bie @lei<#ung 3.) 
über in 

4) S f(-n) c . >u r+n 1 = u r +S I" n a . (-n)< . J™+h t ~| 

L c+& = m— 1 J L c-hfr=m— I, fl+t=m+f J 

wo, ba n ber grofte SHJert^ »on a, unb m— 1 ber größte 
SBertl) »on c ifi, ber 93u#abe f nur bie n SBertye 0, 1, 2, 3, 
... n— 1 annimmt, fo baj* man bie ©leid&ung f-fg = n— 1 
nod) barunter fefcen fann. <£efct man nun fyier herein no# 
r— n fiatt r, fo fyat man u r _ n in u r , ^u r , ^*u r k, ic # 
au*gebrü<ft , b. ty. man fyat bie ®letc$ung 2. be* 8. 37. lieber, 
nur — n flatt n gefefct, unb fiatt ber unenblidfcfcielen ©lieber 
junä^fl nur m ©lieber unb bann no$ eine enblictye Stoja^t *on 



in Wen; »dl aber (-l) 2 * = +1, unb (-l) 2b = +1 «fc f* ifk fotycr 
«aftor au« = H)^ 1 , <m* = (-l)** 14 , au« == -<-i)**. 



IL U r _ 



r— n 
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©Hebern, welche jufammen bad <Srganjung**©Ueb aufc 
machen. 5Ban finbct alfo (wenn man noc§ überall m— 1— b 
jlatt c fctyreibt) unb bie 93inomial*Äoefftjienten wie oben fc$on 
gefd&efyen, umformt, 

= s[(^iy.^.^u r l 

L c+* = m-l J 

+S f(-l)»-».n|44+i<ii+m-2-b)^.^^^l 

L f-H » n-1, f-4-M-fr = n— 1 J 

welche ©leidjung in ifjrem erjien Steile genau bie gormel 2. 
be$ 8. 37. ijl, nur — n fiatt n gefefrt, wätyrenb Jeboc$ nur m 
©lieber genommen unb bann nodj eine gleite enbli^e Steige *>on 
©Hebern Jjinjufommt, welche ba$ (£rgänjung*glieb bilbet. 

SRimmt man bie 3* ©leid&ung be« 8. 37. unb multtylicirt 
man jte ber gorm na$ mit ben m ©Hebern &on 

s[(-l)<(-nW<u--<l 

L f+b = m-1 J 

fo er^&tt man 

S [(-l) e (-n) c • ^U r -n-c] = S [(-1 )^HU^)t^^^^l 

« «r+ S f(-l ) m +f . n f+M 4 • (-n) m »i. b . ^ m +'u r - m _ f ] 

L f-H = n -l# f+M-J = n-1 J 

ober, wenn man fyier noc§ r-f-n jlatt r föreibt unb bie SBino* 
mtaUÄoefftjienten wie oben umformt, 

HI. u r+n = sK^Vc] 

'+ S [(-1 )f+> • n f+ b+i • (n4-m-2-b)n-i • ^ m ^u I+n ^ m » f 1 

L f-H = n-1, H-b+* = n-l J' 

uoelc^ed genau wieber bie ©feidjung 3. be* 8* 37. iß, nur — n 
Patt n gefefct, wäfyrenb ieboty re#tt nur m ©lieber genommen 
ftnb unb bann no<$ bie zweite enblic^e Steige (bereu ©lieberjafyl 
*on m unabhängig iji) al* @rgänjung*glieb fyinjulommen mujjL 

an m er lg. 1. @* gelten alfo fona# bie 3. ©lei$ungen 
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bet Sbtmetfg. 2. )u |. 37. au$ no#, n>etm man — n {tatt n 
fefct, nämli<$ 

2) u M = (l+^)-*. Ur , 

3) U r+n = (l-^tt-i)- n *U rf 

wenn man erftti<$ bie *ßotenjen rechte entttidelt nadj bem btao* 
mif#en Sefyrfafce, bann bie ©lieber ber (Snttyidebing mit u r 
naty 2lnmerfg. 2. ju §.37. bet $orm nadj multi^lictrt , jebodj 
*on ber @ntn>i<felung nur eine, jtoar beliebige aber befHmmte 
Slnjatyl m von ©liebem nimmt, julefct aber no$ ba* in I. r II. 
ober III. be« 8. 38. ftefyenbe 6rgänjung«glieb fyinjufügt. 

gur n = 1 liefern bie 3. ©lei<$ungen I. — III. bie nadfc 
fle^enben SRefultate, nämlidj (au« ber I.) 

a) J" 1 ^ = (U r _i+U r - 2 +Ur-8+ — +«r-m)+^- 1 «r-m y 

bann au« ber II. 

b) U r _i = (U r -z/u r +z/ 3 U r - ••• +(-l) m - 1 ^/ m - 1 U r ) 

+(-l) m .^ m U r _i$ 

entließ au« ber III. 

C) Ur+l *= (Ur+^Ur-l+^/ a Ur-2+ ••• +^ m - 1 Hr-(m-l)) 

+^ m U r _< m -i). 

3)ie @leic$ung a.) ijt biefelbe, tt>elc§e wir bereit« §. 36. 91.3. 
gefunben fyaben, wenn man bafelbjl —1 jlatt p, ferner m 
ftatt n, enbli$ r— m— 1 jiatt r fefrt, unb Weld&c bie SBeratv 
laffung iji, bafi iebe im Schema be« 8. 35. batübet ftefyenbe 
Steige bie Summen ^ Steige ber nd#fl barunter jtetyenben SRetye 
genannt toorben tf*. 

gut n = 2 ereilt man au« benfelben ®lei$ungen I.— III. 
bie folgenben SRefultate, nÄmlid) (au« ber I.) 

d) J~hx t = Cu r ^ 2 +2u r _3+3u r _4+ — +m • u r - m-t ) 

+[(m+l) • J-*u r . m -m • ^-'Ur-m-i ] ; 

ferner (au* ber IL) 
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e) o r _, = (u r -2^ur4-3^ , Ur-4^ , nH- ••• -<— l) n, .m»^ m - 1 u r ) 
enMi$ (au« bet III.) 

f) Um* = (Ur+2^U r -.i+3^ 2 Ur-2+4^/ 8 U I w84- " # 

+m>- , u Mm -i ) )+[(m+l) • ^/"Ur+s.m-m • ^»-Hllr+l-J, 

wo toit ba» iebe«malige (Stgänjung**©lieb but$ bie ecfigen 
klammern auSgegcid&net tyaben*). 

2lnmevfg. 2. 35af man feie fcorfiefyenben ©leid&ungen 
L— III. bet gotm na# au$ no<$ mit J* obet mit u q ober 
mit z/puq multi^liciten fimne, verfielt |ic$ t>on felbfl. SRulti* 
plicitt man bie III. namentlich mit ^ n u_ n , fo erhalt man 
eine gormet, toelc^e man auc^> in bem Traite etc. etc. T. HI. pag. 
56> be* 8a et oiy ftnbet, toäfytenb fle tyiet jebo<$ butc$ ba« ^itu 
juttetenbe 6rgdnjung8*®lieb eine unentbeljtlfd&e Äotteftion erhalt. 
2>a unfet @ang aHein biefe (Stgänjungä* ©liebet, otyne toetd^e 
bie (früher aufgeteilten) gotmetn ganj iflufotifd) finb, giebt, fo 
motten toit biefe (Gelegenheit toaljtnetymen, um bie Jefet auf 
bie im Uten Steife biefe* SBetfe* bereit« aufgehellte „Styotie 
bet SKggtegate", but$ toeld&e unfete gegenwärtige tlntetfu^ung 
abetmal« eben fo einfach al6 bequem fl<$ tyat bur$fü$ren lajfen, 
noä) einmal aufinetffam ju machen. 

f. 39. 

©ejek&net man bie ©liebet bet Ut*9iel$e fiatt bur$ 
n r _*, o r ~i, u„ u,+i, k. k. liebet but<$ 

n r _2^ f u r - M , u r , Ur+pf ic. lt., 

fo feljen bie 3 ©leic&ungen be* 8. 37. natürlich bann fo au& 



*) Dtefe )u ben gormcln I.— III. gehörigen <£ra,&tt|tttt0S*©Heber 
ftttb bi* Jefci »ott SJtcmanbem miigetyeüi tootbeit. Qnbem fetr fte (irr ob» 
bfttdett laffen, etfüUen toir ba* pafe. 358. be* 2*« 8<mbc* bei MxHfy 
ber (jefammUn $8$mt !Wai$fmai." Berlin 1839. gegebene ©erfj»re#en. 
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1) ^/»u, = S[(— 1 )« • n, . u r+<ll _ a)M ] = (v-u )».u r i 

2) u r+D) . = S[n«. ^/«nj = (1+4)" • u r 

3) u r _ n „ = S[(-l)«.n..^«ifc^.] = (l-^u_)-».u r , 

wdljtenb bie ttei ©lei^ungen be$ §. 38. bmttt fo geftytieben 
wetten muffen: 

I. J-*u r = (u M — u )- n -u r 

IL u^ = (l+^/)- n .u r 

III. U r+nM = (1 -^U_ m )- n • U r , 

wenn man nur triebt fcergifjt, baf in ben brei lefctern gormein, 
fobalb tote Steigen gut 5Rec$ten bei irgenb einem m** ©Hebe ab* 
gebro^en »erben, bann nod) bie Srgdngung8*®lieber fyingutreten 
nutffen, n>eld^e im §. 38. jtefyen, nur ba£ fyier überall u*^ 
gefegt werben muf , wo bort u^q fielet , wdtyrenb q iebe be* 
liebige gange 3^1 ttorfletlt. 

§. 40. 

95etra<#tet man aber gwet Ur*9teil)en gugleicty, ndmli<$ bie 
Steigen 

••• U r _2f Ur-l, U rf Hr+1, u r+2/ Ur+j, ••• 
Unb ••• U r - M j ^r f U r -H* f u r+2n», •••, 

wo ti eine pojtttoe gange 3^1 ifi unb wo bie ©lieber ber lefc 
tern SReifte gugleidj auc^ ©lieber ber erfiern jinb, fo ndmlidfr, 
baj* gwif<$en je jwei ©Hebern ber lefctern Steige eine Slngaljl 
fcon (i—\ ©liebern ber erfiern JReifye liegen , fo ifi eö leid&t, bie 
©Heber ber gut lefctern Ur* Steige gehörigen SMffereng* Steigen, 
wel#e wir l)ter bur$ J 1 begeidjnen wollen , in bie ©liebet 
bet gut erjiern IteSteilje gehörigen 3>iffereng*9teil)en, für wel#e 
wir bie J beibehalten wollen, auäjubrüden. 

66 iji ndmlicfc (na<$ %. 39. 9t. U) 
1) J'»u t = S[(-l) Ä .n ft .u r+( n-.a)J; 
aber na<$ %. 37. SR. 2. iji, für jeben einjelnen 2Bertfy von a, 
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2) u^n,.,)* » SRCn-o)/*)»*^*]' 

©ubfHtuirt man alfo bie* in bie zotige ©teidjung, fo wirb 
erhalten 

3) J l ** t = S[(-l) ft .n ft *((n-a)/Ob-^*u r ] f 

wo ßatt b gefegt werten tmtfl 0, 1, 2, 3, ••• n/i, unb wo 
für ieben 3Bertl> von b wiederum ßatt a gefegt werben muf 
0, 1, 2, 3 unb alle ganjen Sofyltn, bie nic^t bie 3ä^I n Aber* 
feigen, fo baf ieber Äoeffijient von ^*u r felber wieber eine . 
Summe von n ©liebem ifi. 

3n biefer ®iei<$ung 3.) ftnb bie erfien n ©Heber bi$ ju 
bem mit ^Z 11 - 1 ^ behafteten ©Hebe ber üftutt' gleich, unb ba$ 
nad)jlfoIgenbe ©Heb iji = /« n • J n u T unb bie6 giebt 93er<mlaf* 
fung ju ber unten ftefyenben ©teietyung 5.). — 9Kan ftefyt bie$ 
am ßfirjejien auf folgenbe SBeife: 

9Ran famt nämlicfy audj ba$ ©efefc , naty Webern ft# biefe 
Äcefftjienten jur 9te#ten in 3.) rieten, nad> Slnmerfg. 2. ju 
8, 37. fymbolifö audbruefen; man fyat nämU$ (naäf t. 39. SR. 1.) 

j**u T = (u^-u ) n .iir; 

aber (na# J. 37. ». 2.) 

u„ = (l+z/)».u ; 

folfllidj, wenn man lefrtere* in bie erflere fubfHtuirt, 

4) J'*u r « f(l+^u -u ] n .u r = [(1+^-1]°. u r 

wenn nur n pofitiv ganj gebaut wirb. Unb in ber STjat, 
wenn inan ben äu*bru<f 

' ri-Lz/v*— l 
^i+#*i^+**i^*+ — +^*^"" 1 ober J^ — = 

ober J- l *[(i-\-4Y~ 1] jur n tm *ßoten$ ergebt, fo erhalt man 

^-». [(1+^-1? ober ^.S[n a .(l+^)< n -«>(-l)«], 
»ätytenb ttad) bem Mnomtfdjm 8eljtfafre 

(!+<;/)<»-<*' = S[((n-a)/it)».^»] 



1 
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• 

ift, für {eben einseinen beftimmten 2Bettfy *on a; fo bafi, wenn 
man biefe ©leidjung in bie zotige fubjittuitt, jtdj ergiebt: 

SRan fyat alfo in bem Symbol bet gotmel 4.) genau bie ©let* 
#ung 3.) wiebet, fobalb man but<$ biefe* Symbol auftbtäden 
Will bie n* Sßotenj bet Stetye j^+ju^+^M- ... +^- x 
na$ ?ßotenjen t>on ^ georbnet unb bann bei: gotm nac$ 
mit J n u r multtylicitt. 3t\m fie^t man aber, baf bie Steige 
te$t« (in C) mit bem ©liebe ^ n .^/ n u r beginnt unb bie fol* 
genben ©liebet betfelben na# unb na<$ bie gaftoten // n+ - 1 u ri 
J°+%, w. k. bie ju ^ n u r enthalten; alfo folgt noc$: 

5) s[(-l)«.n 4 .((n-«4]=^} för j^} 

unb 

6) J'»u t = S[(-l)«.n a . ((n-a)|*W 4*+>u *] , 

unb baf eben bet 9?. 5. wegen, in bet gotmel 3.) foglei# n-H> 
ftott n gefefct wetben farat, wa6 wtt julefct (in 6.) getljan 
Ijaben. 

Slnmetfung. SMefelbe ©leid&ung gilt für einen negativen 
ganjen SBettfy *on n nic^t mefyt, obgletd) ftc ftüfyete ©djtift* 
pellet unb namentlich au<$ £a place al* gültig aufgehellt Ijaben. 

S. 41. 

3)enft man fid^ in bet »weiten Ut*9tetye bed 8.40. — 

jtatt (i gefegt, wo v eine poftttoe ganje 3at)l iji, fo baf ba« 
v*, (2v) tt , (3v) te , k. k. ©lieb bet 2 tftt UtvJRei^c mit bem 1*«, 
2**, 3 tw ic. ic ©liebe bet l*" 1 Ut*9teil)e jufammenfaflen , bie 
2* f Ut4Reii)e alfo gwif<$en je jwei nad^fi auf einartbet folgenben 
©liebetn bet etfien Ut*3teil>e ?— 1 ©liebet eingefettet enthalt, 
fo bleibt bie ©leicfcung 3.) alfo au$ bie ©leid&ung 6.) be* 8. 40 # 
no$ immer watyt, fo lange bie ©lei$ung 2.) watyt ift, b. f). 
wenn wit bie ($inf$altung na$ bem ©efefc 
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(0)... u r+ L = (1+ J)* . u r = S [(■!) . ^ u r ] 

gebildet unt benfen. 

33et einet anbeten Sfanatyme ber ©lieber 

u i , u 2 , u 8 , lc. 2c. (bie Mifdben ben beiben 

i» t» v 

©liebem u r unb u r+ i ber erjlen Ur* Steige gebaut werben, 
um bie jtt>eite Ut<9ieif)e ju erhalten) fann alfo bie ©leic^ung 6.) 

% be* $. 40. (für /* = — genommen) ni#t benufct werben. 



3^ette Slbt^eilung. 

Sa^iace 1 * Starrten, um ju benfelben in ber erßen HMJeifottg entfetdeltm 

föefuttaten )u gelangen. 

Sorerinnerung. 

£>enft man jt<$ bie ©lieber einer ttr-iRef&e 

mü entftre#enben 5>ptenjen bon t mnlitylieirt, — benfi man fty alftf bie Steige 
ü = - +« r _ 3 «t r - 8 +u r _ 1 .t r - 1 +v^ ... 

unb mnittylirfrt man biefe ffietye mit 4™ 1 ' fo if*, t»a$renb in U ber 

Äuefftient *on t r ba* ©Heb u r ifr, in bem yrobnft (y- 1 ) ber 

Äoeffaient »an t* f e>t u r + x -u r , b. $. ^a r . — 9luS bemfel&en ©nmbe 

»trb ber Jheffoiettt tun t r in bem 9rob«it (— -l) U autgebr&dt fc^tt 
butdj» ^/u^j-^iiy b. $. burdf} ^*u r $ n>5$renb allgemein ber Äöeffoieni 

*<m f in bem flJrobnfi (y-lj ü <ro*g*brftdt fe$n »irb b*r$ J 1 ^, 
— Sfof biefe JBemerfttttg grfinbei £aj>Iace ein 8erfa$ren z^u r umzufor- 
men, baburdfr, baf er y- — ljü r au<$ no$ anf anbertt SBegen m$ JJo- 
lenjen »011 t entoitfelr, «10 bann bet JUeffoient ttn tf ber neuen fcnt* 
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»icfcltttty, bemfelben in bft alten Snttoidelnng, alfo brat ^ n u r fjlengi feyn 

muß. Die* mögen nnn bie folgerten JJaragra^cn na&rr an« eiyanber fefcen. 
(33ßK §. 14. Knitterig ). 

». 42. 

2>enft man jt# u q , ^Uq, ^*u q , k.;. be*glei<$en 
^/— a ö q f ^-*u q , ^/"X, ic ic al& bie 2lnfang6glieber 
einer llr*5Reifye unb i^ret SDifferenj* unb @ummen4Reifyen, inbem 
q irgenb eine pofttfte ober negative ganje ^aty ober au<$ 9?uH 
»orfiettt; unb ftnb eben fo 

U q+ , f ^U q+ v-i, ^/*U q+> ,_8, ^ 3 U q+ y_8, ic ic 

be*gleu$en J- l u q+¥ ^i 9 ^/- 2 u q +„ + 2, ^- 8 u q+I ^s, ic ic 
bie ©nbglieber berfelben Keinen, too v eine poftttoe ganje 
3al)l, übrigens beliebig groß unb no$ fo grofl fetyn f ann ; benft 
man jt$ ferner, bie ©lieber biefer Sieben bejüglicfc mit 

t°, V, t*, t 3 , k ic 

multtylicirt , unb bie^robufte fummirt, fo Ijat man ebenfotoiele 
na$ *ßotenjen Don i fortlaufenbe Steigen, tt>el#e bejügtt<$ burc$ 

U , V lf U,, U $ , k. ic 

beSgleictyen bur<# U_i, U_ 3 , U_ 8 , ic ic 

bejei^net fetyn mögen, fo baß man allgemein, e* mag p = 
ober e$ mag p eine pojtttoe ober eine negative ganje %cfyl fe^n, 

(©)... U p = s|>u q+ft .t«l 

tyat. — 3u>if<^cn biefen Steffen U , U,, U t , ic, 
U_i, U_ 3 , ic ic, roelctye Saplace, obwohl ni$t ganj 
yajfenb, erjeugenbe ftunftionen (fonetions generatrices) *) 



*) (Denan genommen, fcerfteftt Saplaec nutet fonetion generatrice 
biefenige SunWon wn t, ptXty, feenn ße nag JJotenjen »on t enttotdelt 
toirb, bie fragile Steifte eräugt. tWein ba bie ©lieber fcer Ur-&etye 

V U q+i' U <H-*' •'• U q+* 

ganj »flIKtytli<$e, burgan* feinem ©efe$ nntetttorfene SBertye fepn fönnen, 
fo iß an bie Criftotg einer folgen etjengaibftt (Junftion nnr in ben fettenßen 
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nemtf, fmfem mm SltyÄttfliflfettett ftott, u>eC<$e »fr }tmä# ort* 
widern wollen. 

$. 43. 
jetlegt jitf; fca* Slggtegat 

U, i.b. sr^u q +..t*i 

L a-i-b = »-1 J 

in feie 2>iffwnj jweiet Slggtegate, »on fernen fea« etjtoe 
« -t.Uo— ^.u q (na<$ *. 42. 0.), 

ba* anbete bagegen (wegen 8. 42. 0) 
= U -u q+ ^t v 

ift, — fo baf man julefct tyat 

1) ü, = (y-l)-ü +(u q+ ,.t'-u q .H). 

Slbet »eil au$ wiederum 

^•u q+a == ^/u q+ft+ i— ^/u q+a 
if* r fo fmbet fi# genau eben fo 

U, = (— l) • V l + (^u q+ „-i • l^-^uq • t- 1 ) } 

ober, wenn man Ijiet ftatt l^ feinen SBertlj (au« 1.) fubfithurt, 

2) U, = (|--l) 2 .ü +(A,.^+A^i.t- 1 +A_ 1 .t^+A^ 2 .t^) / 

wo linf« aße *Potenjen *on t *on bev tett bis jut r-2** So* 

/l \ 2 
fommen, wäfyrenb re^t« ba* *ßvobuft f- — lj -U au% no<$ 

*iet ©Hebet entölt, tt>el<$e bejüglicfc mit H», t- 1 , t- 1 unb v 
afftjirt ftnb, fo baf bann bie in ben klammem befmbli<$en unb 

gaffen unb im Mtgemeinett göt nf<$t ju teufen , Wenn man ntyt bie tta<$ 
SMenjett »on t forttoufenbe SRetye feftj* barontet *cr(le$t. 
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mit benfelben $ßotenjen von l affljitten ©Hebet jut Slztym 

(in 2.) offenbat tiefe lefctetn in (- — 1] -ü enthaltenen fetyn 

muffen, mit bem entgegengefefcten %dü)tn vetfefyen, bamit ftd) 
tiefe ©liebet gegenfeitig aufgeben fönnen. 
So fottfafytenb etfydlt man abet nod> 

3) U 3 = (i-l) 3 .U 

unb allgemein, fo oft n eine pofitive ganje 3at)l ifl 

I. u. = (l~l) n .ü , 

wenn man nut in I. (unb folglich au<$ in 3., tvo n ben SBettlj 
3 fyat) auf bet testen Seite bet @leic$ung alle ©liebet n>eg* 
laft, tveldje mit negativen obet mit työtyetn *ßotenjen von i vet* 
feljen finb, afö bet (v— n) trn , in fo fetne bet SluÄbtud ü n Iintt 
nut bie *ßotenjen t°, t l , t\ bift gu f- n fyin entölt Qxaä) 
«. 42. 0). 

9* Afc» 

Statt abet von U auäjugeljen, famt man von U_ n 
ausgeben, unb U_ n+ i, U_ n+2 , ... enbli# U , in U_ n 
au8btüden. SRan ettyÄlt bann 



II. ü = (±_i)\iu, 



tterai man nut in II. auf bet testen Seite alle ©liebet weg* 
läßt, we($e mit negativen obet mit fyötyetn *Potenjen von t vet* 
fe^en finb, a» bie v* ifi*). 



*) 2a)>lace $at au* tiefe* ©ktc^ung II. gefolgert, ba$ au$ 

fevn muffe. $t fcjeint, al* trenn man bfefe ©leicjttng erhalten fönnte, in* 
bem man bie II. IUI unb regt* mit (y -1 j ° b. $. mit 
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«.45. - 

Shtfiertiem ftnbct fidb, ab» nodj, wenn m eine beliebige yo* 
fttfoe ober negative gange 3^1 tji, 

i) sf«,^«] = (±) n .u„ 

ttdtyrenb, wenn n eine **fiti*e ganje Safyl iji (na<$ 8. 43. 1.) 
olfo aud) 

fcJjn *faft, wenn man nur ni<$t äfrerftety, in biefen ©lei^ungen 
auf feber Seite biejenigen ©lieber wegjula'ffen, beren *p<rtenjen 
*on t auf ber anbern Seite gar nic^t ttorfommen. — JDabei iß 
uberbie* (nad) ber 33ejeid)mmg be* 8. 42.) U gegeben bur# 
bie @lei<$ung 

4> Sk^-t«! = U . 

L «-+-& SB 9 J 



t n +n*t n+ tK n + 1 )a*t n+2 + •••• mnifylfcirt. »ebenft man aber, baß bie 
©letd&ung II. nur bann eine listige ffr, »enn man re$M no$ 2n ©Hebet 
abbtrt ober fubtra&irt, freiere be$figlf$ mit 

t~ n , t-<^ 4 >, ... t- 2 , t" 1 , tr* f* t'* 3 , .... t' +n 
affairt fmb, fo bewerft man balb, baß gebaute SMttyltfotion a»f ber Knien 

©ette i»ar (^ "V • ü o Hefrtt, toel#er 3fo«brucf mit t n beginnt 

,unb bann alle fcofceren 9Jotett$en »on t enthalt, baß aber auf ber regten 
@ritr außer U_ n nocfi eine unenblieje 2Renge oon ©liebern erf^cittt, ftel$e 

mit allen unb namvxtlty awd> mit alien beujenigeu Jotenjen von t afp- 
jirt fmb, bie Won in ü_ n »orfommen. £)tefe ©leujung (([) be* 2a* 

place, fo tote alle Folgerungen, bie er barau* jtel>r, barf man bar)er ntdfrt 
af* julafftg anfe^en. (2*gt. in ber erflen HbtyetUrag biefe* ^wütete, bie über 
bie netytoenbigen Äorreftfonen ber gormeln 1.— III. be* §. 38. gemalten £e* 
merfungen). * 
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S. 46. 

• SRittelji btefet ©leitfungen fairn man nun eine beliebige 
Slnjatyl von Delationen jttoifc^en ben ©liebem ber Ur^Jtetye unb 
tyrer 5>ifferenj4Reiljen tyerfyolen. 

8etra$tet man namli<$ jund^ft eine beliebige gunftion f t 
von t, fefrt man 



') f(H- 



wo jm beliebig ^ojttiv ober negativ ganj ober 5RulI ifi # wätyrenb 

£ beliebig pofttiv ganj ober SRuH gebaut urirb, fo fann man 

t in z auSbrüden unb f t in eine Munition von z umwanbeln. 

' 1 

2)ann l&ft jt<$ f t einmal na<$ *ßotenjen von ' — -, wo m po* 

jttiv ober negativ ganj gebaut wirb, — bann aber auc$ nac$ 
?ßotenjen von z entwidetn, fo baf man l)at 



2) f t = s[Ac-(^t)] = s[b>.i»]. 



SKulttylicirt man nun biefe ©leic^ung mit U , fo ergiebt fxti), 
wenn man ftatt z ju gleicher 3eit feinen SBertt) (au* 1.) fefrt 

(1 X« 11 
yl «üo unb jiatt 

fo erfydlt man (au* 3.) foglei<$ 

4) S[A C • U q+ a+cm • t a ] = S[B> • ^U q+ft+ b M • t ft ] , 

wenn man nur anf ieber Seite bie ©lieber wegläflt, beren $ßo* 
tenjen von t auf ber anbern Seite gar ni$t vorfommen. 

3n biefer ©let^ung (4.) muffen nun notfywenbig bie Äoef* 
fijienten irgenb einer unb berfelben ^otenj t n auf jeber Seite 
einanber gleich fe^n; alfo fyat man 
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5) S[Ac*U q+n +cm] = S[Bb^ b8 «q+n+bM] f 

ober, voemi man p jiatt q+n [greifet, 

6) S[A C . u p+an ] = S[B b . ^u p ^]. 

5>iefe Delation jw>if#en ben ©liebem einer Ur4Retye unb ityrer 
2Mfferenj*9tetyen iji eine du eile &on unenbli<$ fielen einjelnen 
Delationen, »eil bie gunftion ft, ferner bie pojttfoen ober ne* 
gattoen ganjen Satyrn m unb /u, be$glei<$en bie pojtttoe ganje 
3al)l « ganj beliebig unb iebeämal anber* gewollt werben fon* 
nen, fo baß ju gleicher %tit <m$ bie Äoeffijienten A c b. l>. 
A e , A lf A 2 , A s , k. jc, aber au<$ bie Koeffizienten 
B* b. fy. B , B,, B ar B Ä , K. k. jebeSmal anber* unb 
anberS fei;n »erben. 

Slnmerfg. S)a$ ganje SJerfafyren läuft offenbar barauf 
fymauä, eine unb biefelbe gunftion &on Vnämli<$ ba$ *ßrobuft 
ffüj auf jtoei »erfd&iebenen SBegen in eine unb biefelbe naä) 
ganjen *ßotenjen son t fortlaufenbe Steige ju »ewanbeln. Dann 
brüden jt$ bie Äoefftjienten biefer Steige jtoeimat, jebeSmal in 
einer anbern gorm au$, unb fo tyat man fo »tele ©leid&ungen 
atö Äoefftjtenten. (@. 8. 14: 2lnmerfg.). <S* ttrirb nun barauf 
arifommen, bie gunftion f t unb bie Satyrn m, p t e f o ju 
wallen, baf allemal gerabe bie »erlangten Delationen jtd& 
ergeben. 

§. 47. 

93erglet($t man aber bie ©leidjung 5.) mit ber ©leid&ung 2.) 
be$ »orfyergeljenben ?ßaragra^en , fo erhellet augenblid li<$ , baf 
bie Delation 5.) unmittelbar au$ ber @leid)ung 2.) fyetuorgefyt, 
tt>etm man bafelbji ftatt 

(—) unb z b bejüglidj u p+C m unb ^ e u p4 -fc* föreibk 

2)ie praftifd)e Siegel, jur Delation 6.) ju gelangen, iji ba> 
fyer biefe: 

9Ran neljme eine beliebige gunftion f t unb entnridele fie 
VIII. 11 



A 
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1 

einmal na<$ ißotengen .*en -r^- unb banrt nodj na$ $otenjen 

1 / 1 V 
*on z, intern man — 1- — 1) = z fefrt unb barauft 

t unb f t in z auftgebtüdt ftnbet; — man fefce in ber etftern 

(Sntwitfelung u p+cm patt bei: 5ßotenj (— j 

unb bi b*t anbetn ^ bf u p+ ^ fiatt ber *ßotena z b , 

unb fcetbinbe beibe {Refultate butdj ba$ @lei($l)eit&3«#en. 

i 

Betffriet. 9Kmmt man 



nnb iß 



2) |-i = *, 



fo }*t man 
3) 



T = 1+z ' (t)" = < 1+z >*' 



4> «t - [(i+*r-»] a 

Data«« folgt alfo (au« 1.) 

1) f t = S [ nt . ( -i)'.(±) C "] 
unb <an^ brr 4.) 

alfo, »am mm Mt rttn gegeveitt tnrafHf^e Stegd au«fß&rt, |u gleiga 3rit 
«fer in fymfrrtfWt» ®$«tttteife k« ttmafg. 2. ju «. 37. W ttWent, 

S[n c .(-1)' . «^ ] = (S^.^ 1 ])«. u, 
ober 

totyrettt v(V" u O n nag (§. 39*9M.'nnb $. 40.) tfe n* Differenz 
^ n u p einer 1tr»ftri}e tfl, Hr *e*uatt$ au^ ten ©Kebern 

^p/ U p-B*' U p+**' U p+3<"' K ' ,C# 



' # *er anbern Ur*3te«$e u p , u^, u^, u^, u^, tc. n. 

beftefct. 

Die* ijt aber genau bte gormel, fcelcje *fr bereit* (im §. 40. 9?. 9?. 4. 6.) 
$utgefreKt $aben. 

$. 48, 

3n bat Delationen, n>eld^e man auf liefern SBege erfjalt, 
»erben betbe Seiten bet ©Mtyung Steigen feipt, jum Styeii enb* 
li#e , jum Sfyeü unenbli<$e. — 2)er geroöfynlidjjle 3*t>ecl iji aber, 
ein einjige* ©lieb Up+m, too m yofttto ober negatfo gern* tft 
in bte ©lieber ber 2)ifferenj*9letyen auSjubrüden. 2Btll man 

beider Kofi biefen 3xotd meinen , f o barf man nur f t = -~- 

nehmen, n>o berat bie ©leid&ung !R. 6. be* $. 46.) fogletcty in 

(©)••• u p+m = S[B c .^u p+bM ] 

übergebt, toatyrenb B c bie Äoeffijienten bebeuten ber l&ntmid* 

1 
fong son — na# ^ßotenjen von z , unter ber SJorauSfefcung, 

baf jtoiföen t unb z bie ©feicfymg 
angenommen toorben ijt. ' . 

Scifpiel 1. <5e$t man 

i-t - z 

fo baß j* = 0, * = 1 tf*; unb nimmt man f t = — ' 
fo tt$5tt man 

< * = (t)" = <i+«)T = SC"»'**]- 
SMfo f»at man " 

u p+ni = sCmj.^u,,] = (l+^r.u p5 

unb tot ip We (mit« (im $. 37. 9t. 2.) gefanbene füthtion. 

11* 
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*.(|-l) = z, 

fo baf /* = -r, t = 1 Ift; nnb nimmt man triebet f t = — , fo 

cttyitt man f t na4 SJotenjen ton z entttideU, fcenn man baO Sagt angt- 
föe 3}cotna (§. &) ontD«bct, nttb *»or flnbct fty 

l M. -L ■ s[ -<"y-'- ..»]. 

golfllig fat man 

Jm. Qn+br-l)»- 1 '- 1 * 1 

«p-H» = S[— * j^ 'VbrJ 

b." $. 

% , m(m+r-l) ^, 

Up+ m = Up+m.^u p . T + * J 8 ^'üp-fc 

+ m(m+ 2r-l)(m + 2r--2) .^^ .... 

§. 49. 

Äarat man bie $unftion ft in tie gönn 

1) f t = Z+t«.Z'+t0.Z"+ ... 

»eroanfceto, too Z, Z', Z", k. k. bereit* JRet^eit ftnfc, We 
na$ $oten)en t>on z fortlaufen , unter feer SBoraudf efeung , fea# 

gefegt werben; fo if* 

3) f t .U t = Z.U +Z < .t«.U +Z".^.Ü + ... 

SBirto nun wieber f t nadj *ßoten§en von (— -I entundelt, fo 
toafl man 

4) f t = sfA^y)"] 
fyat, unfc finb bie fcur# 

Z, V, Z", K. K. 
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bejeid&neten Steigen 6e)ägli<$ tiefe: 

S[Bb'Z b J, S[C,.z«], S[D f . »Q; ic. it. 
fo getyt bie ©tei$ung 3.) übet in 

5) s[A,.(l)' m . ü ] 

= s[B».z».u >|-t-.src t .*«.ü.]-|-t ö .srD' f .zf.ü >f ... 

(1 Y" 1 

zf.U f k. ic. tyre SBevt^e (au6 |. 45. 9).% 1.— 3.) unb nimmt 
man linfe unb rechte He Äocffijienien *on t n , fo ettjält man 
(au* 5.), wenn man no# p fiatt q+n [treibt 

wenn nur a, ß t k. k. poftttoe ober negative gange 3<*tyfat 
ftnb; unb biefe @lei$ung tft efaie no# allgemeinere Stdation 
jttriföen ©liebem ber Ur^Reifye unb tyrer 2)iffercnj4Reifyen, welche 
übrigen* au* ber ©ieidjfyeit ber (Sntwitfelungen *on f ( in 4.) 
unb 1.) babuwty fyen>orgel^ bafi man in 4) 

YJ r in 1.) bagegen in ben Sieben 

Z, t a »Z', t^-Z", u. ic 
bejügli<$ 

J^Up+tp, JoUp^+v, ^Up_S + f^ f u. ic. 

jiatt ber ^otenjen 

föreibt. 

stimmt man no$ fiberbie* f t = — , fo erty&tt man auf 

biefem SBege wieberutü blof u p+m in bie ©lieber ber 2>iffe* 
rcn}4Retyen auftgcbrücft. 
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Stifpitl. ©e|t man 

••(!-')* = » . 

fo baf f* = — 1, € = 2 tfl; nnb nimmt man f t = — -, fo Fann 
man (na<$ §. 49. Derfa^rtnb) 



f t = — = Z-t.Z' 



ftoben, »o 

z _ J (m+l-b)»-*" t 1 
Z -?L (2Hl)t ** J 
nnb 

Z - S L (2e+l)! -| 
Ulfo $at man bie QHetyung 

«. 50. 

6oflte aber f t auf feie gorm 

1) f t = z+\*.'Q-iy .Z'+&U--l) b .Z''+ ... 

gebraut werben tonnen, wo a, ß, ic ic. poflttoe ober nega* 
ttoe, feagegen a, b, ic. blo^pofitbe ganje 3at)Ien fet>n fotten, 
fo föb,rt biefe Umformung von f t , wenn- übrigen* afle« wie 
im §.49. bleibt, ju folgenfeet Delation 

S[A,.u H ^„] = S[B».^u p+w ]+S[C«.^+»u p _ <H . .] 
wenn nur 

• . — Hf-«r' 

gebaut urftb« 
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©fifpicl. Semetft man, baß m bem Srifpiel* be* »*f}efge9enben 
§. 49. Z biefel&e gunfHon »Ott m+1 ift, »etye Z' »01t m„ b*f alf«, 
»enn man Z bnrtfr Z^j borfrellt, bann Z' bnn* Z m beietynet »erben 
fönne, fo {tat man in jenem SBcifpirlc no<$ 

1 *\ 75 = Z m+l-t.Z m ; 

felfllkfr, tocnn man biet m-1 jfott m fe^t, nnb bann bnr# t btbtbtrt 



2) — = H.Z^Z« , 



Stobtrt man nnn biefe (Biegungen nnb nimmt man bfe (äffte, fo $at 
man noc|> 

' =i( z »+i- z »-i)+^0+t)(-|--i).z Ill . 

ttab toril ft$ no$ 

1(^4-^-1) -•[ (^ *] 

fmbet, fo folgt and biefe? ©let^ung 3.) fogleufr 

6djluf*2lnmerfung. 

SBit glauben biefe 3Ratetie nic^t weiter verfolgen ju dürfen, 
um bod) gegen unfete Sefet bie $fli$t erfüllt )u fyaben , tynen 
feine 2lnft#t tootjuentfyalten, beten Verfolgung au$ bei anbeten 
Gelegenheiten \>on 9tu(en feipn fatm. 

*) Dtefe gbrmel $at föon ©titltttg, tykM* »afyrflM*K$ buY$ 3n* 
bnftion, gefunben. 

Sfo$ berfelben gormel fann man no# eine anbete ebenfall« f$on bon 
©tiriing WngefteHte gomel ableiten, fcenn man in i$t n+1 ßatt n fe^t, 
bann-fie fettet bon bet nenen fubtrafytrt, nnb ba* ftefnltat bn*$ J toie* 
betnm bibibirt, b. \). in bem dtefultat bie etfle @nmmen*8lei$e al* ttt4Re$e 
nimmt. 
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3n S3epg auf ben 3nfyalt beS ganjen Äa}>iteie bemerf en 
tt>ir nod), baf , wenn wir au6 einet Ur* Steige 

••• U^-i, u r , u r+ i, u r+2 , ••• 
neue SReifyen gebtlbet unb ityre ©lieber abermal* bur<$ vorgefefete 

bejeictynet fyitten, aber ni$t nadj bem ©cfcftc 

Jv+*U B = ^ p U g+ i — ^PU 8 

fonbern nad) irgenb einem anberen ©efefte^ etwa nadj bem ©efefce 

^fp +1 u 8 = a^Pus+i+b^PUs 
fo würben au* biefer iefcigen ©lei^ung, ba fle unenbli^mal 
unenblic^^iele fpedeHe ©leid&ungen in ficty fd&lteft, bie alle mit 
einanber verbunben werben fönnen, abermals eine Steige von 
^Relationen hervorgegangen fe^n. — SBan l)ätte j. 33. gehabt, 
in Symbolen gefdjrteben 

Ju t = (au!+bUo) #u r, ^ 2 Ur =■= (aUi+buo^Ur, u. f. W. f. ; 
alfo auäf J*u t = (aUi+buJ^Ur = a a u r+ 2+2abu r+ i+b*u r ; 
unb fo and) 

^Ur = (au^buo) 11 «u r = S[n e »a n - c b e *Ur+n-c]; 
u. f. w. f. 

2Ran l)at fi# aber bieder mit ber Setracfctung ber SHffe* 
tenj* 5Rei^en begnügt, weil ifyre n&fyere Äenntnif bei ber Son* 
flruftion von Tabellen aller 2lrt (Logarithmentafeln, ®inu** 
Safein), fo wie beim einhalten von 3 wtfc&en * ©liebern einer 
Tabelle (3nterpoliren) von ber größten SBi<$tigfeit ijt 



fünfte* Kapitel. 

SBon bttt tablicjett IDiffutnjen unb ©ummtn. 

grfh »bi&eilung. 

Hufftttbung bet enbligett Differenzen unb ©ummen »on ent* 

»idelt gegebenen gunftionen. 

J. 51. 

- A, 35ejei$net f x eine beliebige gunftion t>on x, unb 
f z +ph f ba$ wa« aud f z wirb, wenn man x+ph flatt x 
föreibt, unb nimmt man nun bie ©lieber 

1) u , n,, u a , u 8 , — 

einer Ur*9teifye f o , baf für jeben pojtttoen (ober negativen) gan* 
jen SBettf) *on s , 

2) u. = f x+ .h, alfo u = f x 

wirb, b. I). nimmt man feie äBertlje ber gunftion f x , n>el<$e 
fie annimmt, wenn nadj unb na<$ x, x+h, x-f 2h, ... 
flatt x getrieben wirb, ju ©liebem ber Ur*9letye 1.), fo 
l)eift biefe gunltion f x ba« allgemeine ©lieb biefer Ur* 
»etye 1.). 

B. 93ejei#nen wir nun burd) 

.*f x , ^*f x , ^'f x , ... JH X 

bie allgemeinen ©lieber ber auS'ber Ur*9fytye 1.) fyertw* 
getyenben V", 2 t<n , 3*\ — n"» iCifferenj^Retye , fo baf 

3) ^ n u s = ^ n fx+sh, alfo ^ n u = ^ n f x 

ift r inbem man unter ^/ n f x+8 h ba$ wjiefyt, wa$ aut JH X 
wirb, wenn man x+sh. ftatt x fdjueibt, — fo ijl notywenbig 
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4fx = fx+h-fx, 4*tx = ^fx+h-^fx, u. f. W. 

unb allgemein 

4) z/n+if x = 4»I x+h -J«f x , 

wenn nur n pofttto ganj ift. 

C. 33ejeid)nen wir aber burcty 

J-*f x , J-%, J-*f x , ... J-»f x 

bic allgemeinen ©lieber ber au$ ber Ut>9teil)e 1.) tytoox* 
gefyenben l ttn , 2 ttn , 3***, ••• n ten Summen-Steife, fo gelten bie 
©feid&ungen 3.) unb 4.) nidjt Hof , wenn n pojttto ganj, fem 
bern auc^ wenn n negativ ganj iß. 

D. 3Ba$ wir aber fo eben burdj ^- 2 fx unb ^/-"fx 
bejeid&net fyaben, wirb gewöljnli<$ bejügli<$ burty- ~f x unb ^f x 
bejei^net. Sxmn fd&reiben ft$ bie @(ei$ungen 3.) unb 4.), 
n>erm — n jiatt n gefefct wirb, fo: 

6) 2*-V, = -^fx + h->fx 

unb 

7) f x = ^fx + h-^fx, 

wo j. 33. ^fx+th ba6 bebeutet, wa6 au* -2*f x wirb, wenn 
man x+sh fiatt x f treibt, wafyrenb bie 7.) in ber 6.) ald 
ein befonberer %aU enthalten ifi, fobalb man unter 2 Q f x (eben 
fo wie unter J°f x ) bie gunttion f* felbji »erfleht*). 

E. 2lu* ber 4.) folgt no# 

8) ^f x+h = ^fx+^^fx 

b. 1). fx+h = fx+^fx 

^fx+h = M X +JH X 
XU f. w. f. 



*) Watt fie^t, bafj toenn au$ f x frlbfl no$ ntty h enthalten foMe, 
bo$ //f x , ^f x , jc. eben fö 2f x , 2*f x , k. k. f#*n QiinfHotien »in 
x unb au$ ton h feyn torrben. 
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F. »tmmt man f x = x, fo iji Jf x « (x+h)-x = h 
b. fy. e$ ifi allemal h = z/x; b. fy. ba*, wa* Jx felbfi, 
ber angenommenen Sejeicfytung jufolge bebeutet, tft nickte anbete 
al£ eben ber 3uwa<$$, ^ en x *on ©Heb ju ©Heb erleiben foQ r 
wdfyrenb ^f x ben 3uwac$* »orjieDt (na# E.) ben bie gunf* 
tion f z erleibet, wenn eben x um h ober Jx wä$fi. 

*. 52. 

5)iefe burd? Jf x , 4*f x , 4*1*, ic ic. bejei^neteh 
gunftfonen *>on x (unb h) nennt man bejfigli^ „bie ju ber 
„SMfferenj ^/x ober h &on x, gehörigen erjien, 
„jweften, brüten, ic. ic. enblfctyen JDifferenjen ber 
„gunftion f x ." 

5>ie burc$ J- 1 !* , d-*l* , J- 8 !* , k. ic. unb au$ 
bejügtidfr bur# 2f Xf 2*f Xf ~ 3 f*, w. ic. bejeid&neten gunt 
tionen fcon x (unb h) nennt man bagegen \,bie jur S)if* 
„ferenj äx ober h &on x, gehörigen erjien, jwei* 
„ten, btitten ic. ic. entließen Summen ober enbltc^en 
„3ntegrale ber gunftion &." 

§. 53. 

3fi fx gegeben, fo flnb ^f x , 4*t Xf ic. k. baburdjf 
völlig befHmmt unb gegeben; — nid^t baffelbe ijl ber gall bei 
2f x , 2 2 f Xf ic. ic. — @* fönnen ndmlicty alle ©lieber einer 
€ummen4Rei^e um glei$»iel ttermefyrt werben, ofyne baf fte ba* 
burdj ben ©tyarafter berfelben jur Ur4Reifye gehörigen Summen* 
Steige verliert. 3ji alfo <p x eine ber burd) ^f x fcejeid&neten 
gunftionen, fo genügt ber Definition »on 2f x au<$ bie gunf* 
tion q>x+C f unb awar ntd&t blof, wenn C nad) x fonftont 
b. % t)on x gang unabhängig gebaut wirb, fonbern aud), 

wenn unter C eine ganje beliebige gunftion Don Sin^^ 

n 

unb Cos— r— verfianben wirb, wäfyrenb /* unb v poßtto ober 
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negatto ganj ftnb; \t>eil lefetcre gtonftton ebenfalls tyren SBerty 
nidjt »eränbert, wenn x-J-h fiatt x gefegt urirb. 

S)tefe Äonfiante C, ober biefe periobif<$e Äon* 

jiante C = t// 8 , c , wo s = Sm ^ h x unb c = Gw— r— 

unb p unb v beliebig pojitto ober negatto ganj jutb, — muf 
alfo ju Jeber gunftion q>* , welche 4 ber !£efmition fcon ^/^f» 
ober .ST* entftmd)t, nod) l)in$ugebad)t werben, wenn man 
alle gunftionen g>x+C fyaben t»iU, n>eld^e ber ^Definition *on 
^/- J fx ober ^f x entft>red)en. 

§. 54. 

Denfen toir uns lieber bie gunftion f x ganj beliebig 
unb barauS abermals bie ©lieber tfner IteJRetfye 

••• t-hf fx t fx+h, fx+2h/ fx+8h/ ••• 

gebilbet, fo l)at man foglei<$ (au« 8. 37.) 

1) Jnf x = S[(-l) tt .n Ä .f x+( n-a)h]*) 

2) fx+nh = (l+^)*-fx « S[n ft .^fxl 

3) fx-nh = SK-l)«n..^k-*h] I*). 

2>er ©afc §. 36. 9fr. 3. ober 8. 38. »nmerfg. 1. SRr. a. aber 
(treibt fö für bie jefcige 11*9tetye fo: 



*) ^flan tonnte biefe ©letd&ung au* fo föreften 

wenn man bie n't $otenj re$t$ fi$ tta$ bem binomiföen $e$rfa$* entoufelt, 
ftatt ( f u) n ~ a a * w f (n-a)h örf^neben unb nadfaejenb* alle ©lieber be« 
gorm na* mit f z bergest mnlttylicirt ft$ beult, baß man f (n _ ö )4n- x 

**) Ober 

fx-nh = <l-^U) ft -fx, 
wenn man »riebet bie ftmboliföe ©tyeibfceife geblauten »iß. 
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4) fx+fx+h+fx+2h+ •••. +f x -Kn-l)h = ~fx+nh— ^fx, *) 

wenn *f x+ nh ba$ vorfallt, wa« avß 2f x fyervorgefyt, 

fobalb x+nh fatt x gefd&rieben wirb. 

Äann alfo au* ber gegebenen gunftion f x ba$ enblid&e 

3ntegral 2f x gefunben werben, fo lann man foglei<$ bie 

©umme von n ©Hebern ber Steige fx+fx+h+fx+2h+ ••• an* 
geben. 

8. 55. 

1) 3fl f x = V* für jeben SBerty von x, 
fo if* au<$ Jf x = ^i/>x, ^/ 2 fx = ^ 2 Vx, u. f. w. 

2) 3ft -Sfx = ?>x, fo i|i auc$ 2I X = <jp x +C, 

wo C entweber eine abfolute Äonjiante na<$ x, b. 1). von 
x ganj unabhängig, übrigen* ganj willfül)rlic§ gebaut iß, ober 
wo C eine pertobtfd&eÄonßante nadf) x, b. fy. eine ganj Witt* 

fityrlictye ftunftton von ßin ^™ x unb Cos-^ tfi, wäty* 

renb p unb r beliebig pojttiv ober negativ ganj ober -MulT 
vorauSgefefct werben ( S. §. 53. ). — 2>ie abfolute Äonfiante 
fami aber afö in ber periobif$en enthalten angefefyen werben. 

3) 3fl *fx = g>x tmb juglefd) au$ 2f x = t^ x ge* 
funben, fo ijt gp x — V» entweber eine abfolute ober eine 
periobifdje Äonjiante nad) x (fo bajj qp x — V'x au<$ ber 
9tull gleich fetyn fann). 

4) @* ift allemal 

a) J{2{ x ) » f x 
aber b) 2(Jf x ) = f x +C**), 

wo C jebe winfüfyrH<$e (periobifd&e) Äonflante nad) x, vorteilt 



*) Dicfc ®leicjmng ij* cigentlt$ feine anbete aW folgerte 
(Ui-iioHCua-ttjyfCu^nO+Cu^u,)^ ... -K^-u^) = u n -u , 

totyt ji$ ebenfalls »on felpft »erfleht 

**) Die ©mnme 2T X jhflt namli$ allemal «neiifclftHrielc gunftionett 
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§. 56. 

3fl C eine beliebige (periobtfäe) Äonflante nadj x, fo 
ift allemal 

I. JC = unb 1) 20 = C; 

II. 4(<p x ±ip x )=4g> x ±4ip x unb 2) 2 , (qp x ±^x) = ^x=t:-5^*); 

III. J(C<p x ) = C*J(p x unb 3) 2(C9^)sC-2^; 

IV. J(Vx'lf>x) = ?>x • Jtpx+Ifk • ^x+^qPx • ^x 

= g> x - Jtp x -\-J<p x . *// x+h 5 

unb 

4) ^(qPx-^) = <Px-^x--^(^x-^x + h),*) 

wenn 2t/>x eines bev enbltd)en integrale fcon tp x unb -2Vx+h 
bu$ ^orfleltt, tt>a^ aus ber eben gebauten gunftion t>on x n>irb f 
wenn man x+h ftatt x fefct**). 

2)ie gormein I.— IV. ergeben fi($ unmittelbar au$ bem 33e* 
griff ber Differenj, na<$ weitem j. 33. 

^(9>x • Vx) = 9Px+h • */>x+h— y x • Vx unb <p x+ h = f x +Jq> x , 



»on x ttor, bie aber paartoetfe öctt rinanber frei* nur um ritte (periobiföe) 
Sohjtonie (na$ x) *on einanber »erfd&ieben fepn fönnrn. Unter ben burefr 
-£(^f x ) »oröepeUten gunftionen tjr nun f x felbjl bie eine, »afcrenb 

f x +C fte alle tntW*- 

. *) 3n ben ©letdjungen, welche ©ummen*3ei^en enthalten/ mujjl auf 
bev einen <Sette allemal no$ eine toittfityrKd&e <periobifc^e> ßonftonte fymj«- 
gebaut werben, bie totr aber im ©^reiben fcier jreW tteglaffen tooHen. 

**) 5Wan fe$t ^<</> x • v x ) = y x • ^x+ E x • 

too £ x no$ gefugt »irb. Wimmt man nun Itnf* unb re<$i$ bte <Dijfe» 
renjen / fo erhalt man (na$ IV. unb II.) 

Vx'V'x = Vx*4(Zy x )+4<r x 'Zip x +4<f x *42^+4ü x 
b. $. 4E X =-4(p x * Zip x ~Jip x . ^J!ty x 

. = - *V X • C^+^A*) = - ^Vx • ^x+h , 
4tf fo ferne f x +^f x = f x+h ijt Dabnrcfr «ber tfr bie fttyrigfett ber gor* 
me! 4.) auger 3»eifel gefieHt 
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fo ttrie V'x+h = V>x+^Vx iß- — $fe dummem 1.— 4. be* 
weifen fid) babur$, baf man re$tt bie 2)ifferenjen nimmt. 

gerner ijl 
V. .^(fx +P ) = [^fxi+p unb 5) -^(fx+p) = E-fx]x +P/ 

wenn [^fx]x+ P/ [-fc]x+ P ba$ bebeuten, wa$ bejügli^ w* 
4T* t -fx Wirb, wenn man x-fp ßatt x f d&reibt, wäfyrenb 
p wiflfül)rlic§ fonftant (nad) x) gebaut wirb. 2)enn e* ifi 
^(fx+p) = fx+h+p-fx+p, aifo ba$ xoa* au* fx+ h -fx b. i 
au$ Jf* wirb , wenn man überall x-f-p jiatt x [treibt. — 
SBit (treiben bafyer in ber golge allemal ftatt ^(fx+ P ) unb 
-(fx+p) blop ^/f x+P unb ^f x+p unb »erfte^en unter ben 
ledern 3ri#en ba$, wa$ au« ^/f x unb Zf x wirb, fobalb 
man x+p ftatt x fdjretbt. 

8. 57. 

gerner finbet fid) nod) au$, ber Definition t>on , Jf x unb 
2{ x ba* nad)ftefyenbe : 

1) Jx = h, *) namlidj = (x+h)-x, 

alfe 21 ^ y+C; 

2) ^(a x ) = a x .(a h -l), 

3) ^*(a*) = a*.(a h -l) 2 , 

df0 ^ (aX)= (^^ +C -¥+ C ' ? 



*) Snbem frir ben 3mw$*> ben f x er leibet, »enn x+h flati x 
0eff$t loirb, bnr# /ff x beseiten, if* ber 3h»a4>* h, ben x fclbfir 
babnr$ erleibet, anglet^ notyfcenbtg au<$ bnr<| ^/x jn begegnen. SBir 
»oHen bafcer fünfte j»ar n9$ h jh&en laflen, aber immer baran benfen, 
b<sfj etgentUct) Jx bafür flehen Wnnte nnb «lüfte, wenn eine gan| ßlewfk 
m&föe 33ejei($n»n(j ftattfinben follte. 
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4) J\&) = a*.(a h -l) 8 , 

alfo -3 (a x ) = _^ + ^ x+Ci .| +Ci; 

entließ allgemein: 

5) ^/ n (a*) = a x «(a h — l) n , 

a x 



alfo 2*(a*) = 



+ ^(C>-*x+C 1 ^-*x+C 2 ^-*x+ ... +C n _ 2 x+C n _ 1 ), 

wenn nur C f C lf C 2f ••• C n _ 2 , C n _i ganj tttUfityrlu^c 
G>eriobif($e) Äonfianten votjleKen, beten Slnjafyl = n tji 

gerner finbet fid^ 

6) ^/(a 10 *) = a™.^— 1), 

alfo JZ(a-):=-^^+C, 

wenn d unb 2 Meienigen ftnb, welche ju bem 3un>a($fe 
Jx = h von x geboten. 

@nblic$ ifi no<$ (für Jx = h) 

7) ^/(aP x+( i) = a^^aP 11 — 1), 

a px+q 

alfo 2(aP-Hi) = -^^^-p 

§. 58. 

Unter ben SDifferenjen unb Summen, welche jtd& noefy leicht 
finben lajfen, fyeben wir fyier nodj folgenbe fyetvor: 

A. 3fi m eine pojtttoe ober negative ganje 3«W# fo ift 

1) ^(x m i h ) = mh.(x+h) m - 1 i h , 

/ x _l|\m+3|h 

2) ^/'(x n 'l h ) = in s l- 1 h J .Of2h)< ,B ~ , >i h 



unb JS i r , x m '•) =tt \ '" • 

une ~ (x ;~ (m+^M.h«' 
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3) J*(^ h ) = m l i- 1 h».(x+3h)< m -») h 

unb allgemein 

I. J n (x m \ h ) = m»!- 1 ^ • (x+nh)< m - n >f h 

* ' (m+n)»!- 1 -!!»' 
wenn erjlli<9 alle z/ unb 2 ft# auf ^x = h bejiefyen, unb 
wenn in ben ©ummenglef jungen, jur Sterten berfelben, no# bie 
t>on ben wiUKtyrlid&en }>eriobtfc$en Äonjlanten tyerrityrenben ©lie* 
ber fymjugebad&t werben, wie fotd&e in ben gormein be* §. 57. 
t)tnjugef^rieben ftc^ fmben. 

Unb gerabe fo ftnbet fi<$ na$ unb na<$ no$ ju ^x = h, 

IL ^ n (x tt l- h ) = m !- 1 ^ • x<m-*>H» 

* 

x (aH-n)|— h 

unb 2Vx m f- h ) = - 

wenn julefct no$ bic ©lieber mit ben n wiBKtyrlid&en periobi* 
fdjen Äonftanten tyfnjutreten. 

3ufoIge biefer gormein finb aber bie Differenjen unb ®um* 
men gewijfer 33inomtal*ßoeffijtenten, immer felbfi wieber foldje 
SinomiakRoefftjienten, nämlic$: 

welche 5lefultate namentlich für Jx = h = 1 intereffant jtnb; 
unter biefer lefcteren SSorauSfefcung werben nämlid) bie gormein 
I. — III. no$ einfacher unb namentlich bie lefctere (für Jx = 1) fo: 

IV. J n (x m ) = x m _ n unb 2*(x m ) = x m+n , 

wenn x m , x m _ n unb x m+n Sinomial^oefftjienten fcorjleßen. 

3mmer aber muffen ju 2*f x allemal no# n ©lieber mft 
n (periobifc^en) Äonjianten f)tajugefügt werben, nämli<$ bie 
©lieber 

C^-i(x)+C 1 .^-2(x)+C 2 .>-»(x)+ ... +C n , 2 .2(x)+C n _ 1 , 
VIII. 12 
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wafyrenb biefe Summen *on x (nÄntU# ^(x), 2(x*), 2(*»), 
ic. >c.) fyätet no<$ gefunben werben foflen. 

§. 59. 
gut bte trigonomettifc^en gunftionen ftnbet man: 

1) 4{Sinx) = 2£m Jh. Gw(x+£h) , 

2) J{Cosx) = -2Swi|h«i^»(x+|h), 

alfo 2(&«x) = 2akt £ ■ 

Unb nimmt man hiervon na<$ unb na<$ bie weiteten $>iffetenjen 
imb Me »eiteren Summen, fo etfyalt man noü) 

L \J*>+\Sinx) = (-!)"• 2 to + 1 (Sm£h) ta + 1 .Cb*(x4<n-H)h). 

f zf»(CoJx) = (-iy-2*(£fath)*.Cfar(x-Hih), 
IL {zf»+i(ßw*) = (-l) n+1 .2* 1 + 1 (Swf^h)« n + l . 1 Sw(x+(«+f)l>)- 
2*°(Smx) = (-1)». Sm(x-nh) 

ffl * 2**+HSinx) = f i r *i Cto(x-(iH4)b) 
(*t»x) ( i) 2 4B + I <5*»|h) 1 »+ 1 ' 



IV. { 



^ ; < 1; 2 to .(<S&»ib) to ' 
Sto+HCosx) = ( !)■ . ^fr-fo-K) 11 ) 



Slnmetfg. 3p aber ^f x = tp x , fo ijt attemal <nt$ 
^(fx+a) = 9>»+«, »o a felbjt no$ h ober ^/x, entfyiltett latm. 

§. 60. 

SWan fintoet fc^t leidet, toeil <i(x») = (x-fh)»-x m iji, 
na<$ bem binomifdjen ?efytfafce 

I. ^(x m ) = SCmt+i-x" 1 -^- 1 ^«* 1 ] 
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unb Mefe Steige $at m ©liebet, fo oft m ^ofttfv gon) i% 
toäfyrenb fte in aßen übrigen gäflen eine uneitblity ift — !ßie* 
fette @lei$ung ift ein befonbetet galt bet no# aflgtmeineren 
®lei<$ung, todtyt bet .Satplot'fdje Selpfafc giebt (in fo fetne 
4f* = fx+h-fx ifi), ndmli<$ 



IL ^ = 4 öl+af -oTOrl 



welche JRttye gut Sterten ebenfalls eine enblity, t>on h bi* ju h m 
fotigeljenbe fe^n toitb, fo oft & eine ganje gunftion »oh x *om 
m* ©tabe ifi (»eil bann S** 1 !* «0 ttitb, fo oft a'+l:>m 
tjl), toaljtenb in aßen übrigen gäflen bie 9WI)e eine unenblic^e 
fetyn muß , in welket aber, toenn f x felbji no<$ h enthält, 



*) Da bet Sajjlor'föe 2e$rf«$ fontboltfö au$ fo geblieben »erben 
fann, nämli$ 

f x+h = e ö *.f x , »enn man unter c ö * h bie nnenbli$e 

Sletye l-fö-K+9 a .|^-fö 8 ^+ ••• »etjie&t, nnb pait ber 2Rultt* 

tfifatfon mit f x fi$ Wofl benft, baf f x an bir ö, &*, 8« no<$ an- 

gety&ngt tofrb, — fo fann man bie gormel II. fombolifcfi offenbar feuty fo 
föreCben, namlidji 

1) Jf x = (e 9 *-l>f x . 

Sind Hefe* <$[et$nnQ 1.) ^t man nun mehrere Solgerungen geigen. 
3nbent man fa fte erflKt$ ,*f x , J\, — ^Z 1 " 4 ^ ftatt f x fefcie nnb 

an* allen ®lei<$nngen dt^, 4%, ... ^f*"" 1 ^ etfminirte, erhielt man 

2) ^ = (e^-t) 11 .^, 

toelcjic ©Ie«$ung lejrt, bafj man bie unenblitye, na$ 9>oten§en bon h fort« 

lanfenbe fRtifyt e 9#h -i gut n**» Voten) ergeben , ba$ Stefnltat »iebernm 
nacfc h crimen nnb bann bie SMttyltfation mit f x toieber f^mbohfd^, 

lote fnr& »ottyer gefagi, ansparen muffe, fctnn man ^f x na$ Statengen 

oon h georbnet enttoiifelt fe$en tooHe. 

Hn* ber ®tei$ung 1.) b. $. an* bet @lei$mtg 

** = e 9h f x ~f x 

12* 
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bie Äocffijientcn bet \>erf <$iebenen Sßotenjen &on h, felbji no$ h 
enthalten Kirnen unb »erben. 

(Sntyält aber tote gunfiion f x fein h, fo ifl bie 9tetye 
bereite nac^ h geotbnet. 



bat matt aber nog ferner gefolgert 

t^+A = e 9h ^ b. fc (l+^)f x = e ö - b f x ; 

barau* aber 8.h,= /o#(l+/*) unb tatm, inbem man mit f x ber 
80 rm nag mnlttylicirie, 

3) Öf 3C .h = ^(l+/0*fx 



! =^4-l> f x+ 4^--P 4 '*+ 



••• , 



3a, man fefcte nun in biefe ©leigung 3.) nag unb nag 
8f x , 8'f x , ♦•• 8 n_1 f x flati ^ nnb eliminirte au* allen ©leigungcn 

bie *u*brucfe M x , 8%, ... &*-%, nnb man ehielt 
4) 8 n f/.h n =[%(l+^)] n .t„ 

fco ber ShrtbTUc! gur legten fo gn »erflehen fjr, bag man bie ffttfyt 

4-\4*+iJ*— ... gur n*» 9>oteug ergeben, biefe Staren* 
toieberum nag ^ orbnen, bann aber an alle ©Heber binter d, d*, 
A* t ic. flog ^ anfangen foll. 

©o rigtig aber biefe SRefultate fcpn mftgen, fo roenig Vertrauen barf 
man, namentlig foa* bie 9t.9t. 3. u. 4. betrifft, auf btefe Verleitung berfelben 
fe^en, unb fo forgf&Itig mu$ man in ben 9ntoenbungen berfelben feyn, aug 
toenn |ie ftg auf anberen SBegen als richtig auätoeifen foKten. 

Die SRttytn in 3. unb in 4. gur legten nämlig, roenn ffe aug rigtig 
fepn foKten, fefirben bog nag $otengen trgenb tinti gortfgreitung**93ug' 
frabett nigt fortlaufen, olfo bet tyarafttrQ allgemeiner unenbliger 3fcet* 
ben entbebren; alfo müßten btefe Steigen alt numertfge unb conbergente m* 
gefeben »erben, toenn nigt alt allgemeine enblige Steiften, gu benen, roo 
man fte abgebrogen ftg beult, nog beßimmte ßrgfingungSglieber ftingulommen 
muffen. 

3Ran fann {ig bafter einer folgen fombolifgen ftegnungtoeife gfear be- 
bienen, um gu £Refu|taten gu gelangen, »elge mBgliger ffieffe rigtig 
fepn rennen; man mu§ aber bann nit unterlaffen, btefe Sfcefultate auf anbern 
SBegen nog gu prüfen, unb naggufefcen, ob, unb bann nog feie toeit unb 
unter »eigen $orau*fe$ungen fte gültig jfab unb angetoanbt »erben bürfen. 
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2lu$ bfcr ©leic^ung IL, wenn man z/f x ftatt f x , natfc. 
fyer aber rechte flatt z/f x wfeber feinen SBertl) au* IV. fefct, 
folgt fogleidj nodj 

ra. ^f x = S ra^. (1+a ^ 1+6)| |, 

in fo ferne , fo wie fiatt ^/f x fein SBertl) au* II. gefefrt wirb, 

ft# ergiebt. 

gben fo fmbet man nun weiter 

L a+ft-t-c =s » J 

unb allgemein 

iv. ^. = 4^.- (1+a)U1+t) !7 +I) ,... ( , +n) , ], 

L a-f-(-K-f- «•• -Hl ss ^ J 

tt>o bie Slnjafyl ber gaftoren im Slenner = n iji. 

#at man aber gefunden, bafi ' ^f x ftdj in eine Steige 
entwicfeln töft, welche mit bem ©liebe h n beginnt , baf alfo 

z/ n f x = S[VÖ n +>f x . ***+>] 

ifi, fo fann man bie tfoefftjienten k § , k 1# k„, k. ic. auty 

baburdjleid&t jlnben, baf man e* jlatt f x f e&t f weil 

^(e*) = &*(e?^- I) n unb 8 n+ >(e*) = e* wirb. Die ttor* 
fleljenbe ©let^ung gefyt baburd) über in 

(e h -l) n ö SCk** 1 **"**], 
fo feaf* man jtdj überjeugt, bafl bie Äoefftjienten k p feine an* 
beren finb, al* bie ber ©ntwicfelung fcon (e B — l) n nad> ?ßo* 
tenjen fcon z. S)aburc$ ifi aber auf er 3 weifet gefefct, einmal, 
baf bie ©let<$ung IV. fymbolifd) aud) fo getrieben werben fann: 

V. JH X = (e 9 - b -l)M x 

in bem Sinne ber fcoranjiefyenben 9iote; unb bann no<$, bap aud) 
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Vf. (e«-l)° = S (1+a) i (1 . b) ; (1+c) i... (1+n)! 

L a-4-o-+-e-h ••• -f-n = p J 

fetytt muf , wo ber -Kenner re<$t* n gaftoren fyat, wäfyrenb n 
^>o^tit> ganj fcorauSgefefct worben ijl. 

SBeil aber audj na<$ bem binomifdjen ?el)rfaj>e 

(e«— l) n = S[(— ly-na-e^-^] 

unb wiederum für jeben bejHmmten äBert!) von a 

alfo 

VII. (e--l)- = s[(-i)«.n B .^=^.z^ 

iji, fo folgt au* ber 9Sergleid)ung von VI. u. VII. mit einanber 
nod) (weit bie Äoeffijienten t>on z v in beiben ©ntwicfelungen 
einanbet gleich fe^n muffen) • 

'S[(— l) Ä -n ft »(n— a) v ] = 0, wenn *<n, 
btefetbe 9tetye = v ! , wenn * = n , 

biefelbe SRei^c aber} = 

fo oft K>n ift I 

wo in bem Kenner jur Sftedjten, n gaftoren sorfommen, wÄfy* 
tenb n yofitb ganj gebaut ift, unb bie Steige jur Sinfen n 
©lieber $at. 

SBeil aber in ber ©leidjung VII. bie Äoefftjlenten *>on z* 
alle =0 fe^n muffen, fo lange b<rn iji, fo lann man in 
% überall n+p fiatt b f^reiben , unb baburdj gefyt bie ©let* 
<$ung V. aud) nodj über in 

IX. ^f x = s[(~l)^na>(n-a) n ^>a^fx> ( ^ )l } 

Slnmerf g. Gfyt wir in tiefen Unterfü^ungen weiter gefyen, 
wollen wir erfl einige Slnwenbungen na^weifen. 



VIII, 



* I 4+J-I-C+ — -Hl = v— n J 
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S, 61. 

5>iefe Steigen jur SRe#ten in bem vorfyergefyenben <J. 60. fmb 
cnblid^e , allemal unb nur bann, wenn bie gunftion l z eine 
algebratfd&e ganje rationale gunftion ifi. S(t fie namlidj vom 
m*» ©rate, fo ifi 8f x vom (m-l)*« ©rabe, 8*f x vom 
(m-^)'* ©rabe ü. f. w. f.; — enbli# fft bamt & m f x vom 
nullten ©rabe ober confiant, imb alle fofgenben 3)ifferenjial* 
Äoeffijienten »erben Wull. 2)arau* unb aus ben gormetn IV. 
ober IX. be* §.60. ge^t aber fyervor, baf bann J m ( x conjiant 
unb ^/ n f x = ifi, fo oft n>m. Unb baraud triebet gefyt 
(in Serbinbung mit $. 51.) fyervor: 

„baji bie au* einer folgen algebraifdjen rationalen gan* 
, f }en ftunftion von x vom m trn ©rabe, hervorgehen; 
„ben ©lieber^ 

"•, fx-2h, fx-h, fx f fx+h, fx+2h, fx+«h, #,# 

„für {eben SBertlj von h eine Ur^Reilje bilben, beren 

„m' e 2)ijferenj*5Reil)e lauter fonjiante ©lieber fyat, unb 

„bereu folgenbe 2>ifferenj4Reil)en lauter KuHen ju ©lie* 

„bern enthalten, unb baf bie algebratfctye rationale 

„gunftion bie einige ifi, wl#er biefe ßigenföaft {& 

„loromt." v 

@ol<$e Ur* Steigen, beren m te Differenz Steigen fonftant 

ftnb, nennt man autfymetlfdje^sReifyen ber m*« Drbnung 

(ju benen au<$ bie ju Sinfang be* 2 tm $l)ette biefe* SBerfe* 

betrachteten figurirten {Reifyen getreu). — Die gemeine 

aritfymettfäe Steige, beren er fie Differenz SReifye f#on fonfiatste 

©lieber fyai, ifi alfo eine aritymetiföe Steige ber erfien Drb* 

nung, unb fie entfpringt allemal au* einer gunftion Ax-j-B 

vom erfien ©rabe, inbem torir fiatt x fefcen 

•••, x— 2h, x— h, x, x+h, x+2b, x+3b, ••• 

unb babei h ganj wittfätyrlicty (alfo and) ~ 1) nehmen, xoaty 
ienb unter x ein ganj befummlet unb beliebiger äterty gebaut 
werben famt, namentlich aber au$ «ber irgenb eine gange 3a^J. 



i 
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§. 62. 

3jt bie algebraifdje gange gunftton f x fcon ber m*" Drb# 
nung, ifi alfo bie au« il)r fyertwrgegangene Ur*9teil)e 

eine atlt^metifc^e SRei^c ber m tw Drbmmg, fo jmb bie ©lieber 
tyter (m+l) tw 2)ifferena*9ieilje alle =0, unb ba biefe ©lie* 
ber nad) §. 37. Ä. 1. gefunben »erben , fo fhtbet jtd) alfo alle* 
mal für jeben SBertl) t>on n, 

b. 1). u n — (m+^^Un-i+Cra+l)«* 11 !!-^ — 

±(m+l) m+ i-U n -m-l = 0, 

burety tt>et$e ©leictyung jebefc n te ©lieb einer arit^metif^en Steige 
ber m ten Drbnung in bie (m+1) näc^fi Dorfyergefyenben ©lieber 
berfelfcen Steige auSgebrücft fl<§ ftefyt. 

3fi bie aritfymetifdje Steige von ber erfien Orbnung, alfo 
bie gemeine arttfymetifctye Steige, fo fyat man bemnadj allemal 
für jeben SBertl) »on n 

U n — 2u n -l+«n-2 = 0. 

(SBgl. »nmerfg. ju §. 22.). 

Sin m er fg. 1. Unter ben ganjen gunftionen ber m*» Drb* 
nung ifi x m bie allereinf a<$ jie ; aud ifyr ge^en fyeiuor bie Ur* 
Steigen 

..., (x-2h) m , (x-h) m , x» (x-f-h) m f (x+2h) m , ... 

unb (für h = 1) 

..., (x-2) m , (x-1)", x m , (x+l) m , (x+2) m , * (x+3)» ... 

unb bie* jtnb toieberum bie m tett *ßotenjen aller ganjen Satytn, 
wenn man jiatt x irgenb eine ganje 3afyl fcfct* 

@o erflärt [xtifi, warum bei ber SReüje ber Ctuabratjafylen 
bie 2 te S)ifferenj4Reilje fdjon fonßante ©lieber befommt, bei ber 
9tetye ber ßubifjatylen aber erjt bie 3" ÜMfferenMRetye, — eben 
.weil bie m** *ßotenjen aUer ganjen. Satyrn eine aritymettföe 



Aap. V. §. 63. *. tnitoid. gegeb. gfitttft. 185 

Steige bet m*» Dtbramg bitten, beten m te 3)iffetenj*3teil)e etft 
lautet fonjiante ©liebet tyat. 

Slnmetfg. 2. Die n tro *ßotenjen bet ©liebet einet atitlj* 
metif$en Steige bet m im Dtbmmg, bitten eine atitymetif^e 
Steige bet ran** Dtbnung, »eil bie n* *ßotenj einet ganjen 
gunltion f x *>om m* en ©tabe, eine gange fjunftion Dorn mn*" 
©tabe liefert. 

2)al>et bitten audj bie n tr * *Potenjen bet ©liebet einet 
atitfymetif$en JReilje bet 1*" Dtbramg, eine atitl)metifc$e Steige 
bet n*l b. fy. bet n*» Dtbramg, weld)e« wiebetum bajfelbe 
i$, »ad in bet Slnmetfg. 1. ftetyt 

S. 63. 

2)ie gotmel 8. 37. 9?. 2. , wemt bie Ut4Reifye eine atityme* 
tiföe Steige bet m tm Dtbramg ifi, fo bafi 
^/m+i Ur = ^/m+« Ur = 10# K# = o wirb, — fann bann aud) 
fo gefc^tieben wetben, nämlidj 

obet 

Stimmt man nun bie etjie Summen* Steige biefet atttfymetf* 
f<$en Steige bet m* 11 Dtbramg, fo Ijat man offenbat eine atiiljj* 
metiföe Steige bet (m+l) tttt Dtbramg, weil etfi tyte (m+l) te 
3)iffeten^3iei^e fonflante ©liebet befommt. SBenbet man alfo 
bie gotmel ( <L ) auf ,btefe neue atitfymettfc^e SReifye bet (m+1)*« 
Dtbnung an, (inbem man übetaU d-H % ßatt u ß unb m+1 
fiatt m fötetbt), fo et^Ält man 

(5)... -^Ur-Hi— ^/ -1 Ur = n^Ur^-n^ur-f- ••• -HWi»^ m u r , 

wäljtenb nadj §.36.91.3. (obet na$ Slnmetfg. 1. ju §. 38. 
9tt. a.) bet 9lu$btu<f gut Stufen nichts weitet ift als bie Summe 
bet n na$fi auf einanbet folgenben ©liebet 
u*-f iir+i+ ... 4-u r+n -i bet atitl)metif<$en Steige bet m te * Dtb* 
nung. 3)ie gotmel (?) letytt alfo: bie Summeen n, b. f). 
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scn nodj fo Vitien ©liebem einet aritlimetifäjen Steige fett m*» 
Drbramo, nur in m-(-l ©liebte auajubtfitftn *). 

Slnmerfa,. Stuf tiefem SSBege romten alfo audj tic figu* 
tirttn Äriljm [ummirt werben, beten Summen bereit« ju Sln= 
fanfle be* 2'™ 3$riW biefri SBerfe« fjefunben w«ben fbtb, bort 
auf anbtttm äßea,e **). 

§. 64. 

2Öiv wollen jefct nur no$ an einem Seifpiel jeigen, wie 
tiefe Styeovle ber atirljmetifajen SMljen ber fföljeren Orbmtna, 
jrun SBau »on Sapcucn benu&r »erben fann. 

(SS ift betamülicb 

b. i). Äw(r+x) = ^r+^— 4£+^!_i£-i- ... ( 
fo baß man in ben galten, wo r feljt groß unb x niä>l ju 
groß gebaut wirb, wo alfo — fetjr tlein iß, unb wo man 

: tytyecett *ßotenjen »on — 

x btt n tr|itn Cluntuntjatlm 
, 49, »., 



im Autffjatlrit 
6, 313, ... 
12, J'a, = fi iß) 

Jffi 

afftn fi* an* Iti^t na$ §. 51. 
& in SulMtiMing hingt. 
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aufer Std^t taflen fatttu Darum farat man unter ben ge* 
matten 3$orau*fefrungen &g>(r+x) att eine gange 
gunttion von x vom 2 tnt f 3*", 4** ©rabe anfetyen, je nadjbem 

man bereit» |^, ober erji ^, ober erft |^ (nebfi allen 

folgerten ©liebern) aujier 9$t laffen will. 

SHfo farat man, »erat r fet)t grof iji, in einem nfdbt §u 
grofen Umfange ber SBetttye von x, bie ^ogaritymen 

logt, %(r+l), %(r+2), %(r+3), %(r+4), ... 

fo anfeuert, als bitbeten fxe eine arttfymetiföe Steige, beten 2 tm , 
ober 3*", ober 4**, k. Differenz Steigen bereit« fonjiante ©lie* 
ber tyaben; fo bafi bie ©lieber ber folgenben 3)ijferenj bereit* 
afö verföwinbenb betrautet werben; unb batyer farat man audj 
au& ben befaratten erflen ©liebem ber 3)iffetenj<9lei^en unb bem 
erftat ©liebe logt ber Ut*9teil)e bie übrigen ©lieber ber 3)tf* 
ferenj^Retyen, unb bie übrigen ©lieber ber Ur*3teil)e, nämlic$ 
%(r+D; %(r+2), %(r+3), ic. ic. bi* ju %(r+n) 
Ijin (»erat n nietyt ju grof iji), bur<$ bloße einfache äbbttion 
gufammenfefcen , vrie wir bie» in ber SJorertnnenmg jum 4*" 
Äapitel für bie Silbtmg ber Ctuabrat* unb Äubifjatylen^abellen 
Steigt ^aben. 

©an) ä)nli($e Semetfungen laffen ß$ auü) für Sin(r+x) 
unb Cw(r-f-x) ma#en, nur baf e* ba von bem abfobtten 
SBertfye von x allein abfängt, wie viele ©lieber ber nadfr x 
forilaufenben Steigen man beibehalten mnf, um bie verlangte 
©enauigfett ju erreichen. älfo farat man ebenfalls (bei nd$e* 
rungttteifen Rechnungen) annehmen, baf 

fifctr, Sin(r+h) t Sin(r+2h), ... Äw(r+vh) 

unb 

Ciwr, Gw(r+h), Cos (r+2h), ... Cm (r+rfi) 

fo lange rh = x no$ Hein genug ifi, aritl>mettf<$e Steigen 
einer tyotyeren Dtbramg finb, batyer fonßante fDifferen)* Steigen 
tyaben, fo baf bie ©lieber ber folgenben S)lfferenj* Seiten al* 
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*erfd&wtnbenb angefeilt werben. 9Ran fmrn batyer aud& bei 
biefen Seiten, aui ben fonfianten ©liebem ber legten 2>ijferenj* 
Steige, rudwarts getyenb (bie ctftcn ©lieber ber Dorfyergetyenben 
2)ifferenj4Reil)en unb ber Ur*9ietye ju £ilfe netymenb) nadj) unb 
nad) bie fcoranjietyenben 2>ifferen$;9teif)en unb julefct bie Ur*9teil)e 
(alfo bie SBertye ber 6inu« unb Soften*) burd& blof e abbitten 
jufammenfefeen, unb jwar »on (Strede ju @tre<fe. 

f. 65. 

@ine jweite 8lbf<$weifung , weldje wir und fyier no<$ erlau* 
ben wollen, iß folgenbe: 

1) S)ie Dijferenjen ^f x , 4 2 f* t J*t X9 ••• »erben 
etße, jweite, britte, jc. 2)ifferenjialien genannt, fobalb 
z/x = h unenblic^ allein gebaut tt)irb, in welkem gatte wir 
gewöbnlidfc dx ftott <*/x unb df x , d*f x , d 8 f x , ic. k. patt 
bejöglicty z/f x/ ^/ a f X| % ^ s f x , jc. w. fdjreiben, wobei wir 
aber forgf altigfl bie aufregt jiefyenben d t>on ben runben 
ö unterf Reiben muffen, weil wir unter lefcteren fiet* Ctyera* 
tion$jei<$en tterjieljen. 

2) Sie (Steigungen IV. ober IX. be* «. 60. geben und: 

d*f x = 8 n f x .dx n +k 1 .8 n + 1 f x .dx n + 1 +k 1 .8 n -»- 3 f x .dx a + 2 + ... 

unb ba (nad) (Sinleitg. 8. 17.) bfc Steige gur Siebten ein Un* 
enbltdMtlefne* ber n tm Drbnung iß, fo ift aud& d n f x unenb* 
li<fcHein toon ber n*» ßrbramg. 

3) Unb ba in ©letd&ungen a^ifc^en Unenbli^^Ieinen *>er* 
fdjiebener Drbnungen, alle bie ©lieber Don einerlei, alfo aud^ 
alle ©lieber t>on ber niebrigßen Drbnung be* Unenblid&*Äleinett 
für fi# eine ©leid&ung biiben (nad& (Sinleitg. $. 18.), fo farat 
man, wenn auf leitete ©leid&ung allein Sejug genommen wirb, 
audfj blof 

d n f x = 8 n f x . dx n , 
alfo 

df x = 8f x .dx, d*f x = 8*f x .dx*, d»f x = 8'f x .dx», k. K. 
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fefren, fo baf bann au# ber n'^ifferenjiaUÄoeffijient 8 n f x 
(b. b. bieienige gunftion *>on x, welche au« ber gunftion f x 
bur# eine Steige auf einanber folgenber Operationen geftmben 

wirb) ben 2Bertl) be» 2)ifferenjtat€tuotienten j-£ au*brü<ft 

(b. f). be* Cluotienten au* bem unenblidHfleinen 3*wad)* d n f x , 
ben ba* unenblt<fcf(eine SMfferenjtal d*- 1 !* ber (n— l) tw Drb* 
nung erleibet, wenn man auf* neue x in x+dx übergeben 
läft, — btoibtrt bur$ bie n te *ßotenj be* unenbli#* Keinen 
3uw>ad)fe* dx). 

4) Damit ijT aud) bie mannigfache Uetereinftimmung er* 
Hart, ber allgemeinen gormein, na# benen bie Differenjen unb 
Summen gefunben werben, mit ben allgemeinen gormein ber 
ÜMfferenjial* unb Integralrechnung. 

9iamentli# bleiben bie gormetn §. 56. I. — III. unb 1.— 3. 

für JDifferenjialien unb 3ntegrale ganj un&erdnbert, toäljrenb 
ft# bie gormein IV. u. 4. ebenbafelbji nur in fo weit änbern, 
ate für 4x = h = dx, b. fy. wenn h unenbli^flein gebaut 
wirb, bie Unenbli<$* steinen ber fyofyern (2 tfÄ ) Drbnung gegen 
bie ber nieberen (l tett ) Drbnung toeggelajfen »erben, im Sinne 
ber ttorfleljenben 91. 3. 

2)ie gormein be« 8. 57. geben ganj richtige Stefultate.ber 
2Mfferenjial* unb ber 3ntegral4Re<$nung , fobalb man bie fyöfyern 
*ßotenjen be* unenbli<$*!lem gebauten h , gegen bie niebrigeren 
aufer Sl$t laft unb dx fiatt h föreibt, fo baf j. 93- 

a h — 1 = h*log&-\ v ° — |- — 

redjt* blof in dx*%a übergebt. 

SBa* bie gormein be* §. 58. betrifft, toemt man in i^nen 
h unenbli$4lein nimmt, fo ifi jufcorberji ju bemerfen, bajj bann 
x mi±h } tt x m flterge^t , unb bafi bafyer bie gormein I. unb IL 
be* $. 58. beibe in einanber unb in ben 8lu*bru<f be* n m 2)if« 
ferenjial* ber m tftt Jßotenj t)on x übergeben möjfen, wa* in ber 
tyat ber gafl fft 
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9ht# bie gtomebt btf §. 59. gefyen in befamrtc dtefuttäte 

ber~3fttegrak9te<$nung übet, fobalb man dx = h = dx un* 

enbltcfcllein nimmt; wenn man nur baran beult, baf bann 

dx 8 
Ä«£dx in £dx— i-qr*+ "•• b - $• in £ ,dx fd&f* ***** 

dx* 

getyt, wäfyrenb bagegen Gw£dx = 1 — i-or+ ••• b. fy. =1 

genommen werben mufü . 

§, 66. 

SRadj biefen 2lbf<$weifungen fd^liefien wir unfere weiteren 
Unterfuc^ungen wieber an bie be8 §. 60. an. 
3)a nad) 8. 60. 

1) ^nf x = 8n fx#h n^ kln . 8 riH-lf x .hn4.1+k 2n .ön+2f x . h n+2 + ... 

gefunben ijl, fo fann man fyier herein flott n na$ unb nad) 
n+1, n+2, n+3, ••• fefcen, bann bie erhaltenen @leu 
jungen bejüglid} mit ben unbefifmmten Sattoren C lr C % , C, f 
C 4 , k. ic. multtyliciren, aHe ©Iridjungen julefct abbiren unb 
nun bie unbejHmmten Äoefftjienien C lf C 4 , C 9f ic. w. fo 
nehmen, baf in bem (Snbrefultat jur Siebten bie Äoefftjienten 
*on h n + x , h n + 2 , h n + 8 , k. ac. bi« in« Unenblid&e fort, ber 
3luU gleich werben, um fo aHe fyöfyeren Slblettungen »on f x gu 
eltminiren; unb man wirb erhalten: 

2) 9»f x .h" = ^f x +C 1 .^+ 1 f x +C t .z/ n +*f x +C 3 .^+»f x + ..., 
wo C l; C a , C 8 , ic. k. au« ben ©leic^ungen 

C!+k 1/n = 

Ct+C^+k^i = 

Cs+C^.ki^+C^k^+k«^ = 
u. f. w. f. 
gefunben werben muffen. 

Um biefe ßoefjijienten näfyer ju <#arafterijiren fefce man 
erfl allgemein 

3) »*f x .h n = S[C ft .^ n +«f x ], 
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barm aber e* flatt fc, fo etgiebi fty (»dl 8»^ » e* unb 

z/ n +«f x n e x .(e h —l) n -»- ft gefimben worben finb), 

4) h* « S[C a .(e h -l)«H-*] f 

ober, wenn e 11 — l=z, folglidj h = %(l+z) gefefct wirb, 

5) [%d+z)p = S[C«. *»+«], 

fo bajj man al(o bie jur 9t. 1. gehörigen unbefHmmten ßoeffi* 
jienten C«, b. l>. C , C,, C t , C,, k. k. erfyÄlt, wenn 
man ben %(l+z) b. fy. bie unenbli<#e SRetye 
*— *z 9 +i z * — in inf., jur n*« 1 Sßotenj ergebt, unb lefrtere 
hiebet nadj ben ganjeri flefgenben $otenjen *on z otbnet. 
2>e*!>alb fann man nun bie gormel 9i. 3. audj fo företben 

wenn man jte in bem fdjon öfter erwähnten fymbolifd&en 6inne 
nimmt (SSergl. bie «Rote ju §. 60.). 

SB&ljrenb alfo im |. 60. bie n* 2)ifferenj J n f x in bie 
2)ifferenjiaUÄoeffijienten $er gunftion f, auSgebrueft iß, 
brfidt bie t>orfie^enbe gormel X. (ober 9t. 3. in SBerbmbung 
mit 9i. 5.) umgefetyrt ben n tw 2)ifferenjial*£oefftjienten in bie 
©ifferenjen au&. 

SBeil aber bie @leic$ung X. ober 91. 2. eine 9WI)e enthalt, 
bie ni$t mefyr nad) *ßotenjen eine» unbejümmten gortfd&reitung** 
33ud$aben fortläuft, fo fann bie Steige jur 9ted)ten nur dl* 
eine fol$J angefetyen werben, weldje irgenb wo abbricht , unb 
ju welker bann no<$ ein 6rganjung«glieb fyinjufommen muf . 

2)a bie nfi<$fifolgenben 5ßaragr<tyl)en ein Seifpiel enthalten, 
wie in einem ber wi<$tigjien Probleme ein fol#e« (Srgänjungfc 
glieb ndfyer befümmt wirb, fo wollen wir und augenblicfli<$ *jut 
beffen blofjen Srwäfynung begnügen. 

§. 67. 

3u ben Wt<$tigjien fragen ber enbli^en ©ummenSRed&tmng 
gebort bie Stufftobung fcon- 2f x in gorm einer unenblidjen 
Sfeifr, fo oft eine enblidje gorm ni$t ejrifürt. 2ßiv wollen aber 
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tiefe Untetfud)ung etß mit bet ftuffcnbung be* enbli^en 3nte* 
gral* -S^x" 1 ) beginnen , wie fol$eS ju Jx = h gehört. 

2Ran gefyt ju bem @nbe aue t>om $. 60. , nad) freierem 
man Ijat ffit z/x = h 

^/( X m+i) = (m+l)x m .h+(m+l) !l .x m - :l h a +(m+l) 8 .x m - 2 h 3 + — , 

nimmt QnfS unb tedjt« ba* enbll<$e Sntegtal, btoibtvt but$ 
(m-f-l)h, unb finbet: 

vm+l 

~[imh.^(x m - 1 )+^m 2 h a .^(x m - 2 )+> 3 h^^(x m - 4 )+...]. 

SBirb nun fyiet fyerein nadj unb nad) 0, 1, 2, 3, 4, 5, ••• k. 
fiatt m gefefct , fo ettyäit man fyierau* ofyne SBeitrod nac$ 
unb na$ 

2(x°) = 2(1) = £, 
x a 

— (X) = 2"g T x / 

X 3 1 

2(x*) = |-g ^x 3 +273 x ' 1 ' 

U. f. tt>. f. 

3)er Sotm nad; wirb für jebe ganje yofüfoe %afy m 

II. 2(x m ) = , ■ . . - 

(m+l)h 
-|x m +B l x m - 1 h+B 2 x m -" 2 h 2 +B 8 x m - 3 h 3 + ..., 

wo bie Steige rechte befto mefyt ©Hebet ^at f Je größer bie pofu 
tit>e ganje 3atyl m gebaut wirb, unb wo bie Koeffizienten 
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B,, B a , B s , jc. *c, »Ott x (wie »o« h) unabhängig unb 
itoc$ gefugt flnb. 

Um biefe unbefHmmten Äoefftjientert ju fmbnt, ttefyme matt 
t)on ber ©leic^ung II. Hufe unb re<$i* bie 2>iffer*njett, unb man 
futbet 

+[(i-i)iiii+B.(iii-i) 1 +B 1 (m-2) 1 ].i»-» 

+C(*-*)iii4+Bi(m-l)a+B t (m-2) i 

+B 3 (m-3) l ].x«-* 
u. f. ». f. 

3)a nun redete bte ciitjclncn Koeffizienten »Ott x m ~ 2 , x m -*, 
x m - 4 , k. k. alle ber 9M gleid) fetytt müffett, fo giebt bie$ 
für bte 93eftimmuttg eines jebett ber Äoefftjienten B,, B 2 , B 3 , 
B 4 , ic. ic. bte Steigungen, »on benen iebe folgenbe einen 
iteum ber Äoefftjienten bejümmt. 3Äan futbet aber 

B 2 ^ = für iebe ganje 3atyi fi, 

unb B 2m -i »Ott ber $orm (—1 J"- 1 • 95 2 „_i • s- • m 3 ^.i , 

wo m 2 u-i bm 93momiakftoeffi$tentett (2 _i)i Mtfldft, 

voäljrenb © 2| *_i eine, au<$ »ott m tmabtyättgtge 3# tfh 
SKan l)at bafyer nun . 

III. -2(x") = ^- T5F ~ix-+^ 1 .m 1 h.x^ 

-iS 3 .m 3 h 3 .x m - 8 +jg3 & .m B h 5 *x m - 6 

•-|g3 7 .m 7 h 7 .x m - 7 -f T V33»*m»h § -x in ~* 
— k. ic. k. + Constante, 
too ba$ lefcte ©lieb »or ber Äonftante entweber 

1 1 

— -».u-i.m^xh^.x ober — - T 93 m ^ 2 .m m _ 2 h ra ~2.x* 
m m— 1 

tfi, ie na^bem man m (pojtti» ganj unb) gevabe ober un* 
VIII. 13 
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getabe fi<$ benft, — imb n>o »„ 93„ 39», 99», $•, k. ac 
^oftttoe 3afylett*Äoefft$tenten fhib, unb jwar biejenigen, toett&e 
man au$ He »crnouiUi'föen 3«$«* nennt, »eil Sacob 
Sernoulli tiefen 3^Ien (bei einet anberen ©elegenljeit, nim* 
lieft) ate Äoeffijtenten eine« (legten) ©liebe* in ben 2lu6bturfen 
für bie ©ummen bei* rectyrofen Steigen 



1+-1-4— L+-i-+-L+ 

* i 2 2n ~ 3 211 ~ 4 211 ■ 5 2n ' 



•»• 



begegnet iß unb perji auf fte aufmetffam gemacht tyat. 

Um ba« ©efefc biefer SBernoulli'fd&en 3#«t ju fmben 
fyat 3Rot*re in ber ©leid&ung HL x+h fiatt x gefefct, bann 
biefelbe ©leictyung III. bauen fubtrafyitt, julefct aber ftatt x 
fubjiituirt, fo wie mit h m wegbtoibirt unb erhalten/ fo oft m 
Vofttte ganj ift, 



ober 

V 

= 



1 _. + s[(-l)^ m2i+1 S« +1 ] 



wätyrenb biefe Steige jur «Rekten bei bem ©liebe abbrid&t, mV 
#e* m m .i tum gaftor fyat, fo oft m getabe, bagegen bei 
bem mit m m _ 2 afftjirten ©liebe, wenn m itngerabe. 

JDtefe @lei<$ung liefert nun, wenn na<$ unb na$ 
2, 4, 6, 8, w. ic. fiatt m gefefct wirb , bie einzelnen @leic$un* 
gen, au& benen na$ unb na$ immer eine weitere ber 99 et* 
noulli'fd&en %afym (in bie toorfyerge^nben au*gebrfitft) gefim* 
ben wirb *). 



•) Wm flnbel natürlt^ Mefelben SBertye für 8,, 33,, 93,, k. ic. 

and berfclben C&letd&img IV., formt man jtott in bie mtgerabm 3<$ta* 

3, 5, 7, 9, K. förefti, fobalb man flcfr&rtö brautet, bei ttttycm @H*be 
bir Griffe re$t* abtreten mufl . 
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9Äan ftobtf tomad) in 13 SDedmalfieUen 
» t = | = 0,1666666666666 
$3 = Vo = 0,0333333333333 
93 5 = 4V = 0,0238095238095 
«B 7 = Vö = 0,0333333333333 
8 9 = T V = 0,0757575757575 



691 



8 ll= ^= 0,2531135531135 

S l3 = 1,1666666666666 

95 15 = 7,0921568627451 

u. f. to. f. — 2)tc weiteren SBemoulli'fdjen 3äfyfen bis jur 
31*«» jinb in Stelle'« Souwal für «Wägern. *om 3atyre 1839 
abgebrucft. — Sie fmb fyier alle pofttto gebaut, toäfyrenb man 
fröret unter bem SRamen ber Sernoulli'f^en Satyrn, biefel* 
ben Safylen wrjlanben §at, aber abwed&felnb pojitto unb negativ 
genommen. 

8. 68. 

©anj auf analoge SBBcife wirb aber aud) 2f x in gorm 
einer SRci^c gefunben, bie na<$ 5ßotenjen von h fortlauft. 9Wan 
gefyt nämli<$ t>on ber ©lei^ung 

4Z X 53 Z x+h — 2 X 

b. \). nad) bem Satylor'fdjen Sefyrfafce 

(<[)... ^ Zx = 9Zx . h+8 2 Zx .h! +a s Zx .^ +94Zx# h* + ^ 

<*u«, fefct 8z x = f x , fo ba£ z x = /f x .dx wirb, unb 
nimmt linfö unb te<$tt bie enblidje (Summe, toäfyrenb man ju* 
lefct nodj burefc h btoibirt. 8Ran erhalt: 

I. 2f x = —• /f.dx+C(onstante) 

6efct man nun in biefe ©leictyung na<$ unb nad) 

13* 
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8fx, 8 f fx, 8*fx, ic' *c fiatt f x , fo er^Ält man eine Steige 
von ©leic^ungen, au* benen man rmc^ unb na$ 2df Zf 28*fx, 
28 s f x , k. k. eliminiren fann, fo bafi man julefct 2f z fclbfl 
auSgebtüdt etfyält. 

3)ie eben angeführte 9tec$nunfl maetyt ftc$ abev am elegant 
teßen, wenn man jte auf bie nac$jle|enbe Sßeife ausfuhrt. ÜWan 
gefyt vom £ai;lot:'f($en Sefytfafce au$, nämli$ von bev (Steigung 

fefct Ijiet tyetein 8z,, 8*z X| 8*z,, ic ic flatt z*, fo baf 
man erhalt 

2) ^/8z* « h.8*z,+^.8*z x +j£.8 4 z,+ ... 

3) ^8*z r = h.8 3 z x +|^.8*z x + ... 

4) ^8'z, = h<8 4 z x + — 

5) ^8 4 z* = h.a'z*-}-... 

u. f. tt). f. 

unb eliminirt nun mittelfi bei* SKetfyobe bev SRulttylifatoren. 
9tcm multtyUdtt ju bem @nbe bie 2.) mit A h, bie 3.) mit 
A|h» # We 4.) mit A a h 8 , bie 5.) mit A,h\ u. f. tt). f., 
abbirt alle erhaltenen ©lei^ungen ju bet 1.), fefrt bie einjelnen 
Äoefftjienten von 8*z x , 8 8 z x , 8 4 z„ ic k. jut SRed&ten 
bet ' 9luÜ gleich unb beflimmt au* biefen ©lei^ungen bie SBertye 
bet unbejtfmmten gaftoren A , A,, A tf A 8 , k. k. SRan 
erhält bann 

6) h.8z s = z/z Ä +A h.//8z,+A 1 h*.^8 1 z s +A 1 h 3 .^8 8 z x 

+A 8 h 4 .^8 4 z»+ •••, 

tt&tyrenb bie ©feic^ungen jut Sefiimmung von A , A,, A Sf 
A 8 , A 4 , k. bie folflenben finb: 
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A,+1 = 0} 
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7) 



2! 



31 +JT - °5 



1 



A3 + oT+oT"l"Tr+^T ~ 



2! ' 3! ' 4! ' 5! 
u. f. n>. f.; unb allgemein für febe ganje 3«tyl n 

0, wenn man A_i = 1 #ti) bcnft. 



c T A n _i_ 



£ f r 



A Ä = 



3ebe folgende tiefet ©lei(#unflen giebt nun einen folgenben tiefet 
unbeßimmten ßoefftjientenj unb jwat wirb 

1 A _ , 11 . _ A A 11 

y, A i-+-6- # 2p A *~ ü ' A '-~30'4T' 

A 4 =0, k. ic. r wdfytenb bie ©(eidjung 6.), wenn man f« 
flott 8z* fctyteibt unb lintt unb rechte bie enblictye Summe 
(ba* enbli^e Sntefltal) nimmt, übergebt in 

II. 2t x = -i _/f a .dx^f x+ A 1 h.öf 1+ A a h^Ö'f x +A 3 h , -9 , fx+ •••. 

Um abet ba6 ©efefc, na# welkem ft<$ bie ^cefftjienten 
rieten, bequemet überfeinen ju Braten, batf man nur in biefet 
@lei<$ung I. jiatt f z irgenb eine fol<$e gunftion von x fefeen, 
füt mlty man -21* bereit* fennt, alfo entweber x m ober e*, 

weil ä» (au* |. 67. III.) unb 2e* = -^ füt Jx = h, 

bereit« befannt finb. 

x m+l 

©efct man x m ftatt f*, fo wirb /T-dx = — r-j- , 

8f* = mx m -\ B*f % = m 2 '-^»- 3 , 9 3 f Ä « m'Mx»-*, u. f. W.$ 
unb *erglei($t man bie beiben SRefultate, ba* t)ieftge nnb bad 
SRefultat III. bed |. 67. mit einanber, fo ftnbet ftc^ 
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III. Aso+s = unb IV. A 24+ i = (-1)« . ®** +l 



(2a+2) ! 

für jcben SBertt) *on a, weldjer #ull ober pofttto ganj iji, — 
fo baf (au$ IL) jtc$ julefct fmbet: 



V. 3, = -j^.dx-ifcf 



Const. 



M^'l^ 9 ''^*'" 1 } 



wo 2Wi, b. $. Si f 33 3 r ®5f ic. k. bte obigen, ftet* 
pofttto gebauten SemouUFfdjen 3^n jtnb, welche au* 
§, 67. IV. gefunben werben formen. 

JDiefe* ©efefc ergiebt ft# für ben2lu*bru<f *on 2T X , wenn 
man in bie II. x m fiatt f x fubfHtttirt. — ©efct man aber 
ebenbafelbjt e* jiatt f x , fo baß audj 8f lf 8*f,, 8 8 f lf ick. 
= e* werben , eben fo wie /f • dx. = e x iji unb 

2t* = ^-i # — f° B<# Me ©leic^ung II. über in 

VI. ^ = i--^+A l .h+A 1 .h*+A,.h»+ k. ic. 

@e$t man nun l)icv — h fiatt h unb bemetft man babei, baf 

1 __ e h __ —e h 
e- 1 ?— 1 ~~~ 1— e h ~~ e h — 1 

wirb, fo tyat man 

VII. ^- = -l~^_A l .h+A a .h^A 8 .h'+ h. ac 

Slbbirt man nun bie beiben (entern ®lei$ungen VI. unb VII., 
fo ergiebt ft# 

= 2A a .h 2 +2A 4 .h 4 +2A 6 .h 6 + ic ic. 

worau*, Wie oben in III. aber Y>iel anf<$auli$er fyeiDorgefyt, bajj 

A 3 = A« = A 6 = w. ic = ffl. 

£>ie ®lei#ung VI. f treibt fi$ nun fo: 



vni. 
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h *(^C T +*) = S[Aiwfc«], »o A_, = 1 

gebaut tjt, roÄljtenb A,, A,, A», A 7/ ic. ic. no$ gefugt 
Werben. SBett abtt 

ifl # fo folgt , werat man bie uorflefyettbe ©leidjuttg bamit multi* 
ylidrtj 

h +^[-<^! ] - s taw •*~-*~ 4 } 

Stimmt man nun fyier Ihtf* tmb red)tt ben Jfoeffljienten Son 
h m +\ wo m jel>c pojtttoe ganje 3«l)l fcdrfleBt, fo glebt bie* 
bie ©leictyung 

2-S! = fe^* Alw ] = 4(111+1-») !' A *-4 

L a-t-2& =s m J L «H-2& = m J 

wel<$e jur Seftimmung ber Äoefftjienten A,, A 3 , A s , ic. k. 
bfent. 

©ottbcrt man tec^tö &on ber Steige ba* erfie ©lieb (für 
6 = 0) ab (ittbem man b = unb bann b+1 jiatt b 
fdjreibt), fo giebt bie$, wenn man nod) mit ml Ünfcunb re<$tt 
tratlttylicirt unb bie ©lei<$ung auf Stoß bringt, 

= 5+T-*+4(m-li2*)!" AlM4 } 

au$ weichet ©teid&ung, wenn man jiatt m na<$ unb nadj 
2, 4, 6, 8, ic. ic- (ober 3, 5, 7, 9, k.) fefct , nac$ unb na<$ bie 
gefugten Äoeffijienten A lf A 8 , A 5 , k. benimmt werben. 

SBergteidjt man übrigen» biefe @leic$img IX. mk ber IV. 
be* S. 67. unb überfielt man ni<$t, baf för jeben SBerty b<m b 

_ m 2 ^ 1 '- 1 _ m! 

m ** 1 ~~ (2b+l)I " (2b+l)! (m-2b-l)! 

tft, fo jeigt fö für jeben SBerty *>on b 



IX. = 
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( ~ 1) '' (2b+2)! ' 9W " A * +1 

unb bie* ifi toieber bie @lei<$ung IV. be* gegenn>ättigen 5ßara* 
graben. 

©ubttatyfrt man bie VII. von bet VI., fo etgiebt fl<$, wenn 
man no# mit £h multiplicitt, 

e fc +l 



X. 



*ta.-^f-- = S[A 2b _x.h»], »eil A_! = l. 



Sfo« tiefer ©leid&ung, fobalb man flott e h bie Steige sR^-1 

fefct, bie 93rit$e megfäafft unb fcergleid&t, erhalt man btefelben 
(Steigungen jur SBefiimmung ber Äoefjtjienten A,, A t , A„ w. 
no<$ einmal. 

3)enft man enblidjj baran, baf, wegen i* = — 1 

e h+l _ e * h +e-* h _ e^-'+e-* 1 * 1 - 1 . Cos(jM) 
e h_i ~ e * h -e-* h "" e4 hW -e-* hi ' 1 l * Sin (±hi) 

= i.CfofcrQhi) 

ifi, fo folgt no$, wenn man in ber @lei<$ung X. — hi ftatt h 
fc^reibt 

XI. *h . Cotg *h = S [a 2 ^x . (-1 )• . h* ] = - s[55 2b -i . J^-j] 

(na<$ IV.) fobalb man unter 33_ x bie negattoe Smfjeit, b. fy. 

-1 felbfl »erfleht; — unb fo erflärt e* ft<$, baf bie 33er< 

nouüli'fäen Satyrn auä) toieber bei ber (Sntwicfehmg *on 
Cbf#£h erfreuten. 

©efct man aber in ber XI. juerft ^|J ftatt Cotg^h 

unb bann ßatt ber ©inu* unb Äofmu* bie Steigen, fo ergeben 
fi<$, wenn man bie 93ru#e toegfctyafft, neue Steigen jur Skjiim* 
mung ber SJernouiüi'fd&en Satytn. 
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8. 69. 

Die butd&bie ©leid&ung IV. be* 8.67. (b. f). butd& alle 
bie @leid()ungen, welche au* tiefet Jjetttorgefyen, wenn bie 3afyfat 
2, 4, 6, 8, lc. ftott m gefegt weiten) befmitten 33etnouilli* 
f<$en Satyrn warfen ungemein unb fo fiarf, baf föt n = ao, 
bie (n+l) te ju ifytet fcotfyetgefyenben n ten jt$ ttetfyalt wie 
pn 2 :l. — Stehen bafyet bie ©liebet bet ©utmtfen* Steige V. 
be* 8. 68. nid&t *>on felbft ab, b. t>. ijl f x nic^t eine foge* 
nannte ganje gunftion »on x (beten Diffetenjiakftoefftjienten, 
*on einem gewiffen ab, alle bet 9htÖ gleid& wetben), fo farat 
man faß immet gewärtigen, bajü biefe @ummen*9letye V. in ben 
Stowenbungen als eine bifcetgente unenbli<$e Steige etfd&eint, 
bie eben be*fyalb ju feinet numetifd&en 9?e#nung meljt brauchbar 
if*. — ®au$ fagt bafyet, in bet fd&on einmal angefahrten Slb* 
fyanblung : Disquisit. generales circa seriem etc. etc. pag. 34 
ttom 3afyte 1812: Ceterum negari nequit theoriam talium 
serierum divergentium adhuc quibusdam difficultatibus premi, 
de quibus forsan alia occasione pluribus commentabimur. 
g* ifi und ni$t erinnerlich f wo biefe* leitete gefd&efyen wäre; 
aber wit l)aben bereit* im 3afyte 1823 nad&gewiefen, wotin bet 
©tunb bet Staud&batfeit bet (na<$ Segen bte) fogenannten 
fyalb*con&etgenten Meißen allemal liegt, b. I). betjenigen 
unenblic^en Steigen, welche entfd&ieben bfoetgent ftnb, bie abet, 
wenn man ftc übet ein gewijfe* ©lieb fyinau* nic^t gelten läjjt, 
ben SBettl) be* 3lu*brucf*, bem jte angeblich gleidfc fetjn foKen, 
näf)etung*weife geben, — unb ju benen biefe oben gebaute 
6ummen*9teil)e in bet JRegel geböten witb (@. §. 8.). 

3ebe fogenannte f)alb*con&etgente JRetye iji nSmli<$ 
jebeÄmal entwebet al* eine Steige anjufefyen, bie na# fieigenben 
unb ganjen Sßotenjen itgenb eine* 33uc$jiaben j. 39. h fort* 
f^teitet (entwebet nod) jid&tbat, obet e* ifi ftatt h fctyon ein 
bejiimmtet 3iffawwettl) gefegt wotben), obet fie ifi au* folgen 
SRei^en entfianben. Da man abet jebe foldje Steige au* bem 
»uÄbtucf F h , beffen (Sntwidelung fie i% mittelfi be* 2Kadau* 



202 Sufftnb. b. cnbl. £)tf. u. ©intim. £<q>. V. §. 69. 

tin'fäen Seljtfafce« entwicfeln famt, — fo fann man fie ab* 
treten (äffen bei jebem beliebigen n*" ©liebe, unb — nadj 
Sagtange — bann allemal ein (Stganjuna^glieb baju nehmen, 
tt>et<$e* (nadj (Sinleitg. §. 20.) 

= /* (b ~^ 9»H-iF T .dY ober =[8»+iF 1 . , n *\, 

ift f n>o jwfföen unb 1 liegt. — SBenn man nun biefe 
Sorot ber (Sntwidelung watytt, fo entfielen immer nur enbltdje 
Steigen, mit einem ©rgänjung6gliebe, ober mit einer enbli^en 
Summe von Srg&njungSgtiebern; unb ber SBertty biefer enb* 
Hd^en Stelle (otyne bie (SrganjungSglieber) fommt nun bem enfc 
witfelten Jtofcbrutfe bepo näl)er, je Heiner bie Summe biefer 
(Srgänjungdglieber wirb, was wieber juglei<# auü) von ber 2fa* 
jaljl n ber genommenen ©lieber mit abfängt — S« ijt badet 
befannt, bafi ba« Sagrang e'f$e 6rgÄnjung«glieb ber 3Ra*' 
claurin'fdjen Steige, junädjji jwar unbefannt i$, aber allemal 
jwet ©renjen liefert, jwiföen benen e$ liegt; alfo wirb bie eben» 
gebaute ©umme ber (§rgänjung*glieber fefyr Kein, wemt fowofyl 
bie ©umme ber grofern, al« audj bie ©umme ber f leinern 
©renjen fefyr Hein wirb. — (Daf ber SRacraurin'föe Setyr* 
fafc ju gleichet 3ett ben Sa^Ior'fd&en in fl(§ fd&liefle, brauet 
nid^t befonber* gefagt ju werben). 

2BieberI)olt man nun bie £erjietlung ber ©ummen^gormel V. 
be« 8. 68. au« bem gegenwartigen @eft$t*jMnfte, jebodj fo, 
baf man in ben ©lei^ungen 1—5. k. k. jur 9ted)ten bafelbji, 
bejüglidfc n, n— 1, n— 2, n— 3, n— 4, K. k. ©lieber nimmt 
unb jebeSmal ba* @rganjung«glieb tyinjuffigt , fo wirb man jiatt 
ber unenblid)*fcieten ©lei^ungen, im ©anjen nur n Steigungen 
nehmen, fo baf bie lefcte jener ©leic^ungen 1.— 5. k. k. 

L 4& n ~ l z x = h*O n z x + / (h-v) • 8 n+1 z I+v • d v 

ift. Die ju ben ©tetdjungen 1.-5. k. k. jur Rechten tyniu* 
lommenben SrgänjuttgSglicber Unb bejügll$ 
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bie bei bem festeren (SliminatfonSgeföäft bejfigli<$ mit 

1, A h, A^ 1 , k. ic 

multtyltcirt erf (feinen f fo baj$ ba« lefcte tiefer (SrganjungSglieber 
in ber lefcten ber ©leic^ungen 1.— 5. ic *c, nämHd> in ber 
fcorfiefyenben ©leidjung I., mit An-ih*- 1 multtylicirt wirb. 
Sei ber Slbbition ber entfieljenben ©lei^ungen n>irb bann bie 
Summe tiefer *)3robufte, ba$ (Jrganjungdglieb ber ©leic^ung 6.) 
be« 8. 68. jnr Kelten geben, nad&bem leitete ebenfall? jur 
Medien mit bem ©liebe 

A n -2h n - 1 .^8 n - 1 z x 

abbricht. — 2>ann ergeben jt<$ genau »lebet bie ©leid&ungen 7.) 
be6 §. §8. jur SJejiimmung ber unbeftimmten Koeffizienten A , 
A lf A 2 , A ä , ic ic, nur bafl iefct bie Stojabl biefer ©leU 
jungen enblf # unb = n— 1 ifi , unb auc$ nur bie n— 1 utu 
befannten Äoeffijientcn A , A,, A,, ••• A n -2 enthalten. 
2Ran erhalt alfo, rotmt nodj A_i «= 1 gebaut »irb, gut 
SejHmmung ber n-1 Unbefannten A , A u A 2t ••• A,*.*, 
genau wieber bie in 



(a+l)l U 

L *4-& = mJ 



enthaltenen n— 1 ©lei<$ungen, inbem man fiatt m nad) unb 
nad) bie SBertfye 1 # 2, 3 # ••• n— 1 fefct; — worauf nun xok* 
ber folgt: 

III. A = — \ unb A 2a+ 2 = 0, 
fo toie 
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wie groß man aud) bie %afy n nehmen möge, wie grofi alfo 
au<$ bie üafym a werten mögen, wäfyrenb 2Wi bie 
Sernoulli'fd&en ßatylen ftnb. 

Die @lei$ung V. be* |. 68. wirb nun , wenn man bie 
3af)I n gerate unb = 2p nimmt, fo ausfegen 



V. 2f x = ±Jf-dx-fr 



too bad SrgänaungSglieb E x gegeben ifl bur<$ bie @Ieic$ung 
wenn bie ftetye 

vii. -•"■ ha - w **- r 






gefegt wirb, in fo ferne tiefe« ©lieb E x bie Summe t>on ben 
oben erwähnten n ober 2fi einjelnen (Srgänjung$gliebern fe^n muß. 

21u« ber ©lei^ung VI. folgt mm (na<$ Ginleitg. |. 20.) 

VIII. E, == y^JB'"-^ für Jx = h, 

wenn *orau«gefefct wirb, baf Wm-v fcon v = 
M6 v = h, immer ein unb baffelbe Sorjei^en be* 
tyalt*), wobei 6 jwiföen unb 1 liegt, — ober 

IX. E x = ö**k + fc.y^^ 

fobalb Vw *on w = bis w = h tyr SBorjeid&en ni$t 
änbert, wel<$e* ledere, wie wir foglei<$ fefyen werben, alle* 
mal ber gall ifi. — 



*) Db biefe Scbingung erfüllt ift, tonn erft in jebem befonbeten Satte 
für bie gegebene gunfHon f, witerfugt »erben. 
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JDie (Stgenfd^aften ber gunftfon ^ w unb wa* barau* 
tyewotgefyt, ftnb nun jwörber|i in« SCttge ju f äffen. — 93etrac$tet 
man biefe gunftion gunä^ft in ben einfa#en ftÄDen, wo 
/ti = l, 2, 3, u. f. f. genommen wirb, unb bejei<$net man biefe 
foecieHen gunftionen be$üglic$ bur# ' ifa, ip^ f tps„, u. fr f., 
fo baf V*,w bie gunfiion V> w in bem galle fcotjieCt, wo 
^ = v gebaut wirb, — betrachtet man alfo junac^fi bie gunfc 
Honen 

Vi,w b. 9- g 9 



t^2,w b. fy. 



w*«(w— h)* 



4! 

w. h * w'(w-h)'(w'-hw--ih ') 
Vs,w p- 9- gT 

tt. f. W. f., 

fo finbet man foglei<$ auf bem SBege ber Snbuftion folgenbe 
äBatyrtyeiien (beten SBeu>ei0 fogleidj nachfolgen wirb), ndmlic^ 

1) ^-t = ^*), 

L a+* = 2,»-l J 

5) #at ber {Differential *Äoefftjient 9(y„,w) w , ben wir 
bur$ V>',, w bejei^nen wollen, für itgenb einen bejiimmten 
2Bertl) toon v (bet pojttfo ganj ift) innerhalb be$ 3tt>if#*nraume« 
son w = bi* w = ^h, fieW ein unb bajfelbe SJorjeic^en, 
fo ifi fol#e* au$ mit bem 2)ifferenjial*i?oeffi}tenten V> Vi,w 
ber gaH, ber aber bann (innerhalb bejfelben 3wif($enraumS) 
fiete ba* entgegengefejjte SBorjetc^en fyat. 



*) Denn au* in Vs, w önbert W bcr br ^ Hc 3aftor w a -hw-4h* 
b. |. w(w-h)-ih a ni$t, toenn <m$ h-w ftott w ßtförfrten *M« 
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6) (8* tjl in bem 3wfätftu*aume vw w = 6i8 w = h, 
ber Sßertt) ber gwtftion # w Pete negatto, wewt # ungerabe, 
u«b fietd pojttto, wenn ^.gerabe gebaut wirb. 

3)ie allgemeinen ©ewetfe biefer ©efyauptungen ftnb fofc 
genbe : 

S3c»ei$ ad. 1. ©efctman in VII. h-ir flatt w, fo rr^ätt man: 



-w a-i (2f*-a)l V 

L a+* c== Sm — i J 



V^h-w = 



nun iß aber na$ bem binomifcben Sefcfafce 

(^) 2 "- = s [-^- hC( - w)k l 5 

L c+b = 2i»— a J 

ttitb We« alfo in bie »sr$ttgt(ettb< ©Ui#u«fl fufcfiMrt, fo tt^ält man 

%-* = s\ Vi TrW-[ 

Lc-i-b = 2/*-c , a+fc = 2«*— 1J 

Diefet ÄnSbrnc! §nr Steckten if* nun fine Dt^pelretye, ba c trab b nn- 
abhängig von etnanber alle SBertye ( 1, 2, 3, it. *c annehmen muffen 
nnb nur bie Bedingung erißirt, bafj bie (Summe c+b nie gräfjer at* 
2ju-a nnb nie Heiner als 1 »erben fann, »eil aus' c+b = 2^-a nnb 
a+b = 2^-1 , nocb c+b = b+1 folgt , nnb fein beutfcjer SBuc&ßabe ne- 
gative SBertJe baben batf (©. b. 93owbe). — <Sonb«t man nun bier tint 
einfache Steige ab, baburcb, baf man juerß c = nimmt nnb bann c+1 
ßatt c treibt, fo ergtebt p* 

»jtyrenb in bem gtoeiten Aggregat ber Äoefßjfcnt 
von • rr o. 9. von 



b! "' v b! 



»eil Wer = S -^^- I», 



| A 2t*-2 -t>-C 1 

= s ~ fr+nr" 

Ltt+c = 2^-1— fcj 



für {eben einzelnen beßimmten SGBertb von b, ber <2/*-l iß, (na$ IL) 
allemal bcrftuli gleicj iß, fo baf in biefem j»eiten Aggregat Hof b=2u-l 
genommen ju »erben bwu#t. Dfefe* j»eite Aggregat gebt bojer Mop in 
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ba* einjige ©Beb — * ~1V ~~ ****' " att ^ a * * a ^ er tttm 

©eil aber A a _! für |ebett »ngetaben ©etty »im a, ber >i ift, bet 
9tatt gletifr »itb, unb für a = 1, best SBerty -i annimmt, fo baß ba0 

fttffyte#ettbe ©lieb -£■ ß _-l ' ) r ' »ft tamto» »•♦ ttaim** 
bitten ©Hebe infammengefagt/ ba* ©lieb 
+ j /a/;^,- ober +A # . ^ ■ _^ t Wbet, f* tonn man ba* $n- 

lefct abbitte ©lieb feefllaffen, fobalb man in bem Aggregat felbft -w {tatt w 
Wfteibt; man ettyUt ba$er julfjt 

F h tt .w 2 ^ ft 1 

*d$tf }n ertoeifen toar. 

33 e lo ei * ad. 2.: St etgiebt ft$ au* bet 9t. 1., toenn man 
/• = /■ + /" nimmt/ nnb in lefctetem 3ntearal w = h-v fc|t. 

•'h-HD Mlwrt ^li-5-ih 

33e»*i* ad. 3. SJton flnbet unmittelbat an* VII. 






= h*^.S 



(2^+1-a)! " n ;° (b+2)! I" 

a-h* = 2/»-l J La+6 = 2^-1 J 



Sügi man $iet gut Siebten no<$ ein ©lieb $taju, babunb, baß man b-1 
fatt b fe$t, nnb fufotajitt man biefe« ©lieb triebet (»elcfce* man an* bem 
tmrfle^tnbfn Hggtegat für b = -1 ober an* bem neu erhaltenen Www* 
für b = u^alt), fo (pt man 

tttyreub fcet SBtn»enb xtfyi (mt<$ iL) bet 9tofl qTcI^ tfo — *el$e* s» et« 
»eifen toat. 
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©et» ei« ad. 4* — Diefe ©leitfcung 4) iji leine anbere al« He ©lefc 
$ung 2), toenn man bte Integrationen tjotlfü^rt, nnb auf be* einen ©eite 

bie 9*., 3. antoenbei, sule&t aber bur$ h 2 " +1 bünbirt. 
SS et» ei« ad. 5. — ÜRulttpitrirt man 

*l>' - = s 



r hW^l 

A *~ i- (2»-i-a)l 

L a+f> = 2.-1 J 



mit h~ 2 "- 2 unb tntegrirt man bann na$ h , §toif$en h = h nnb 
h = oo, fo erhält man 

unb ba ba« 3ntegral *ur Sinfen (na<* ©inleitg. §. 20. 9?. 4.) mit v^w 

offenbar ftet« einerlei SSorjeicJen $at, fo $at auc$ ber 2fo«bruc! jur Staaten 
fo lange einerlei 23orjct<$en, al« tf einerlei ätarjeüten $at b. $. (ber 

2Borau«fe|ttttg jufolge) für alle SEBertye bon w, bte jfciföen nnb £h 
liegen. Sntegrirt man nun normal«, aber ba«mal na$ w, |*if$tn 
w = w nnb w = jb , fo erhalt man 

L a+b = 2.— 1 J 



L «+* =s 2.-1 J 



unb c$ muf nun (toeil bte ©umme »on ©ummanben, bte einerlei 23orjeic$en 
%aUn, bajfelbe ©orjeujen annimmt) au$ biefer 9u«bru(f jur 9te$ten, Don 
w = an biö w = ^h $in, mit v'„, w tt0 $ e * tt tttt ^ MfcÄe 33orjet<$en 
behalten. 9*un iß aber ber TOnuenb biefer Differenz jur Seiten (na$ 91. 4) 

= -^v-r* 1 "" 1 * uni> tocnn mfttt w ** m @ubtra$enben, b. &. in bem an- 
bern Aggregat jur fRetyen, flatt ber ©leid&nng a+b = 2v-l biefe anbere 
o-fb = 2H-1 nimmt, fo $at man jtoet ©lieber, nämlui ba* für a = 2* 
unb no$ ba« für a = 2*4-1 )ut>iel genommen, »ajrenb jebo# ba« ledere 

(toegen A 2l> = 0) ber 9tufl glei$, unb ba« erjtere =-A^_ l »h~ 1 , alfo 

gerabe ber SBerty be« TOnuenben i(r, ben alfo nun ba« anbere Aggregat mit 
in jt$ aufgenommen ^at. Der $u«brud jur Sterten in »orfteftenber ©lex* 
<$ung ift ba$er 
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I «- 1 (2H-i-a)! I 

L a+* = 2.+1 J 



M. = -h- 2v - 1 .l.^ H .tw, 



toie au$ VII. $er»orgefct, toenn man fol<$e na$ w biff eren jiirt ; nnb bfefer 
2fa$brud ifl cd alfo, tod^jer (innerhalb be* gebauten S^^W^rmimed) mit 
V'Vw f* e ** cin Mn & baffelbe unb einerlei 33orgei$en (at; nnb baburg ff! bie 
9?. 5. err»tefen. 

33etoei$ ad. 6. — Da v'i, w = W -Jh in bem gebauten 3*1(4*** 
räume (»on w = bis w = |h) fletd negatfo tjr, fo folgt (an* #. 5.), 
* a & V\ w ffcM Mitfo, i^8,w f* eW H*8<rtfo/ — f«»« 0» bemfeÄett 
3t»ifö!cnranmt) i/>' 4w ftete pojttfo; u. f. to. f., b. &. v' M ,w 0» bem ge* 

ba*te» 3»if*««ra»«.) fU.< {Jjf } fc,» »irb, i. n«*b«n 

{ungerabei , Ä 
8 «r«be J*-' 

SBeil aber V/ MW (k»$ {?* J*"! } if*, i* nac|>btm ber X>iffcrenjial* 

tfoeffaient v^ w ftet* {Jjjj^ }, fo ift biefe »unftion i^ w ober y w 

(ba fie für w = ber 9tott glcity ttirb) innerhalb be* 3&W«w**»e0 *on 

w = an bt* w = 4h $tn, »on 9?uJt an ftet* 

ffaEenb, alfo fteW negarürt t _ (nnger«be\ _ Ä . . _ ^ 

V w »on w = an bf* w = 4 h (in ßet* einerlei 33orjei$en $at, bann 
$at ftc au$ jtct$ baffelbe $or$ei$en, »on w = |h an b^ w = h tyn (»eil 
Vh-w = VV W- 2BeU$c* ju enoeifen toar. f 

9?a<$ allen tiefen SBeweifen fann man nun weitet folgern: 
einmal au* V.— VIII. 

fobalb ö 2 "fx+, »on v = bt« * = h fiet* ein unb 
baffelbe SBotjetc^en behält, wSfyrenb jwtföen unb i 
liegt (weil na# SR. 1. bie SBertlje von ^ *on ö = t W* 
ö = 1 biefelben werben, wie för = £ bie 6 = 0). 
VIII. 14 
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genier folgt au* V. VI. VII. unb IX. 
XI. _», = ^./f.dx-if 1 +|ih.8f,-^h 8 .8'f i +|Ai 1 6. ö .f x 

wo ö gwifcpen unb 1 liegt. 3« X. unb XI. muf übrigen* 
(jur Siechten) iebeömal eine (periobifäe) Äonjiante no# fyinju* 
fommtn. — 2>a$ SRefultat X. Jd£t jt# aber nod) weiter um* 
formen. 

Stimmt man nämli$ bie Summenformel II. be* §. 68., ju 
ber man fxti) nod), wenn fte irgenbwo abbredjenb gebaut wirb, 
ba$ SrgänjungSglieb fyinjubenfen mufl, wie fol<$e8 fyier fo eben 
gefunben worben ift, — fdjreibt man aber bie gormel II. jefct fo : 

inbem man A__ = 1, ®-% =/f*dx unb 8°f x = f x 
jid) benft, w&fyrenb (wie bort gefunben worben) 

Hl. A_ M = 0, IV. A_^_ = (-ir^^gyr 

iji, — unb fefct man fyier herein e* ftatt f„, alfo e* ftatt 

&- l t K , unb -^ jiatt -ST., fo erhält man: 
juetft 

unb bann, wenn 2h fiatt h gefegt »irt>, 

<*> iäZi = s [ A «-i' 24 - , ' ha - 1 ]- 
SWulttylicirt man nun tiefe (entere ©lei<$una, mit 

y) tfM-i - l+s[-{y-], 
fo erhält man: 

d > "?_7 = s[A«_ 1 .2^h-']+s[A._ t 2 '~ < y*~ 1 j. 
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93erglei<$t man mm biefe beiben Weisen re<$W in er,) unb in d.) 

mit emanbfcr, fo muffen bie Äoefftjfenten &on h»* 1 in beiben 
einanber gleich fetyn, unb bie« giebt 



A n _i = 2»- 1 A p _i+sFA tt ^-^l 

'I ö-hb = n J 



L ä+6 

ober, wenn man redjt« b = unb bann b+1 fiatt b f$reibt 
(b. f). u>enn man ba$ attererjie ©lieb beä Aggregat* abfonbert) 

An-i = 2 n - 1 .A n .i4-2 n -^A n .i+SrAa-i- 7 ^^ 



b. ^. 



[2«— l i 
a+* ss n-1 J 



(2--l).A ll _ 1 = sk-t.-^U; 

L a+b = n-1 J 



ober, wenn man 2/u fiatt n föreibt, unb 2ju— a fiatt b-f-1 

(was wegen a+b = 2/*— 1 erlaubt ifl), julefct aber bur<$ 
2 2 *- 1 wegbtotbirt, 

& — ^T*^- 1 = S 



L tt+b 3S 2^-1 J 



wäfyrenb ber 2lu$bru<f jur Werten (na# VII.) ni<$t* anberft al* 

h- 2 * • ip ih ift , f o bajj man al» neue (Stgenftyaft ber gunftion 

Vv nodj 

2 2 *— 1 

i)at. 

Dtefer ©leidjung £.) ober 7.) (alfo einer lang gefannten 
(Sigenfdjaft ber ©ernoulü'fcfcen $cü)lm) fann man ft<$ mm 
bebienen, um bad SRefultat X. umzuformen. Da ndmlid) nad) 
bem ©eweife ber 9?. 6- bie $unftion tp w t>on w *= an 

bie w = £h tyin, »on SRufl an fietig | a6n {^ mt \, l* na#bem 

*) SMrfe ©leufrunfl gebt ingltt^ in etne lang Mannt* <Hgtnf#«ft Ut 
%tx tue ull Vfötn Satyrn über, fp tote man bft ©ki^nngtn HI. unb IV. 
tti Sfafeenbung bringt. 

14* 
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^twabcl ** *° ^ ^ }f ^ ao obet neflath> ' abet ön ** 
bet ßtofefie SBetty \>on Vv in bem gebauten 3tttf<$entaume; 
alfo farat man (in bct ftormel X.) A-tfth flatt xpsh ((^reiben, 
totim man fi<$ X jwat unbefannt aber gvoifdben unb 1 benft; 
b. b- wan fatm (na<$ 7.) 

2*»— 1 2 2 ! 1 *— 1 SB« i 

nehmen, woburty bie X. übergebt in 

xil 2t % = i.ytdx^r a +|±h^^ 

wo A jwiföen unb 1 liegt, wo nod) re$tt eine (ptriobiföe) 
ftonßante binjufommt unb wo »otauSgefefct worben ijt, baf 
8 ,M kf* l>on y = bi$ v = h fein 5Borjei<ben ntd)t 
änbert. 

2*»— 1 1 

$« ftnet |^=r = 2 ~2^ <2 *' fo Heflt aDemal 
i-gW mmm O unb 2, fola.li# x = -l+A.f 5s -i 

aDemal jtttföen —1 unb +1 ; unb weil babei 

2**— 1 
* ♦ 2> »_i = 1+* ifl, fo fatm man bie @leiä)una, XII. au<$ 

no$ fo (^reiben: 

xra. st, = i-.yf .dx-4f x +|j-h . sr,- |* h». 9»f,-f «. 

" K ~ 1)M * x, ^f hs "" 1,8 *'"' fl ' 

»o « jwif^tn —1 unb +1 liegt, alfo poftß» obet negativ, 
atn an fä < 1 ift, fo baf ba« etgünjungeglieb ftt aBe* 
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mal Heiner iß, al* baS ©lieb ber Meifye, bei weitem man ab* 
bricht. — Wut mufl ju bem enblid&en 3ntegral no<$ bie (p* 
tiobiföe) Äonftante hinzugefügt unb befonbetf fcorauÄgefcfci wer* 
ben, baf 8^f 1+ , t>on * = bis v = h fein 93ot* 
jeic^en nidjt dnbett. 

Slnmerlg. 9?a<$ tiefen allgemeinen Untetfudjungen aber 
bie Slufftnbung son -2T X , wollen wir jefet no# 9iebuftion& 
gormein aufteilen, bur# welche ein enbli^e* 3ntegral auf 
ein anbeteö jurücfgefuljrt wirb. 

*. 70. 

ee tft (n«$ §. 54. ». 4.) 

II. au» = f x+b +f x +^f x ; 

III. -5fx+3h = fx+a+fx+h+fx+iTxJ 

u. f. w. f. . 

2)ie Slnwenbung tiefet ftonneöt in einigen SSeifpiden. 

getlegt man tiefen 33ru$ fogleidj in feine $artiatfrft$e, ndmltd? 
in ¥ # (r+i+h ~ 2 # i^2h) ' alf0 Wc flefu * te Suwme itt 



hl^x" +2 i+h 2 ^x+2h} 



h 

SBenbet man nun bie obigen 9tebuftion*formeto an, fo.erty&tt - 
man mä) ifpten 

1 111 

x+2h ~ " * x+h "" *7 ~ ^*T' 

v 1 _ 1 „l 



x+h • x • x' 

©ubftituivt man aber bieä in ben uorliegenben 2lu8bru<f, fo fyat 
man foglei<$ gefunben 
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^ 3x+2h J_ / 2 J_\ _J_ 3x+h 

x(x+h)(x+2h) h "V x+h x / h ' x(x+h) ' 

SBoDte matt (als jti>eite$ SSetfytel) 2%R X ftnben, fo 
fyÄtte man nacfy ben obigen Formeln 

SlogTix+rfr = %R x +(n-i)h + ^Rx+(a-2)h+ '" 

+%R x -,. h +%R x +^%R x 
ober, wenn man jlatt x Heber x— nh fcfyreibt, 

~%Rx = %[Rx-h*Rx-2h-Rx-Sh — Rx-nh]+^%Rx~nh 

2)ie$ Slefultat würbe nun jn>ar ba$ ©erlangte nidjt geben, 
wofyl aber 



IV. 



vt 

2l0g ~ = ^(Rx~h«Rx-2h , Rx-8h ••• Rx-nh) 

J*x— nh 

ober audj 

~fog-^: = %"(Rx'Rx+h # RxH-2h •*• Rx+(n-l)h). 



§. 70 b . 

@ine anbete (fconSatylor juerjt gegebene) JRebuftionSformel 
ftobet man, tt>eim man von ber gottne! §. 56. S. 4. aufigefyt, 
n&u&ity von ber gormel 

-(9>x*V0 = 9 ) x*-^x--(^qPx*-^+h) , 
unb biefelbe giormel immer auf« SReue sewenbet, um bie ©um* 
mtn am weiteren jur Siebten lieber in afynti^er Sßetfe umju* 
formen.. 9Ran erhält bann (nad) ^ufadjer SBieberfyolung) 

Die Umformung, welche Sonborcet babei fyat ftatt ftnben 
laffen (6. Essai sur l'applic. de l'Analyse ä la probabil. des 
decisions p. 163.) ergiebt ftd> babur<$, baf (nac$ §. 54. 9i. 2.) 
für iebe ganje Safy m 

Vx+mh = S [m c .^i// x ] . 



IU. 2(a*.g>0 = 
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iß. 2)iee (fflr m = a unb f ftr m = f*+l flenommen) 

in bie I. fubfHtuirt gicbt 

IL 2(<p X '*l>x) = sr(-l) a .a,.z/«qPx«^ 1+ *V'xl 

|_ h+t = a r a-hb = ^ J 

welche gormel bem äBefen nacb, bie be* (Sonbottet iji, aber 
viel »oDfommenet auSaebtütft. 

©efct man a x flatt t// x , fo ge^t biefe goonel übet in: 

(So oft nun g? x eine ganje gunftion von ttgenb einem 
©vabe iji, fo fanmman fi fo gtofl nehmen, baf in I.— III. 
t>ie gtgänjungSgliebei; in 2(0) t>. 1). in eine (JperfoWföe) 
Äonjiante übergeben, unb bann fmt> aöemal t>ie enbtidjen ©um* 
mm be* *ßtobuftS y x ^ x in töe Summen vom galtot: if*x 
allem ausgekauft, folglii in enWü&et gorm tyetgefiellt , Wim 
bie* bei 2tf> x , 2*ifj Xf 2*xjj x , n. k. möglidj ift, alfo 
g. 35. in III. , wo tp x = a* gebad&t Worten iji. 

Slnmerf. 1. SS/t*, waö We ©lei^ung HI. liefert, wenn 
<p* eine ganje gunftion von x iji , f ann man aud? auf f ot 
genbem SBege erhalten. 

SRan fefct nAmlic§ 

»*(A # +A 1 x+A 1 x 1 + ••• +A m x m ) 

= aM*o+*iX+** x *+ ••. +x m x m ), 

wo A , A,, A 2 , ••• A m gegeben, Dagegen x , *,, x a , — *m 
noc$ unbejiimmte, gefugte Äoefftjlenten fmb. Stimmt man. nun 
linte unb rechts Die £>iffet:en$en, unb vergleicht mpst Kufe unb 
ve#t$, fo etljdlt man feie ©lei^ungen 

A m = — x m -|-a • x m 

A m _i = — x m _t+a h (x m .^-}-m«x m 4i) 
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A m _3 = — x m _3-j-a h ( x m-2+(m— i>x m _ih-r-m 2 »x m .h* ) 

A m _3 = — x m -^+a h (x m _ 8 -}-( m --2)*x m _2h-l-(m---l) 2 .x m _ih t 

+in 3 .x m .h a ) 
unb atlgemein 

•Am«, = — x m _,+a h (x m _ v +(m+l— y>*nH-t-v-h 

4<m-f2--i') a »x m+ 2_^h a -+-(in+3-y)3-x m+ 3_ v .h 8 + — 

+m„.x m .h v ) *) 



•) $* ift n&mli$ 

alfo, »enn man a* jtatt y x fejt, 

1) . ^(a x • i/i x ) = a x . (a h -l) . y x +a x • a h . J*p x . 
mit alfo 

2) z/a*.s[ A a .x ft ~h = a*.S[ * a .x* 1 

.gefefct, tote toir oben im Sorte getrau fcaben, unb nun red&W bie Differenz 
genommen, fo erhält man (na$ 9fr. 1. unb na$ §.60. I.) jur Steckten 

a x .(a b -l).s[ * a .x a l+a^.^.sr«.^^:»*-^- 1 ^ 8 * 1 ]. 

L a-f-b ss m J La+b =c m, c+b =s «— I J 

SBeü aber bie ffietye &ur SRetyen für c = -1 in btc |ur fiinfen übergebt, 

fo laffcn ft$ bie mit a h afßjirten (Blieber jufammenfajfen, tnbem man 
e-1 ßatt c fd&reibt. SDic* gtebt, inbem man julefct njo$ c+b fratt a fefct, 

3) -a x .s[ * a .x a l+a x .a h .s[(c+b) c .x c+b .x b »h c 1. 

L a+1> ss m J L b-t-c+b = m J 

Da nnn biefer 9lu*bruci 3.) mit bem 9lu*brucf unter bem <5umtnenjri$en 
in 2.) gut £infen, ibenrif^ »erben fofl, fo muffen bie ßoeffoienten »on 

x*"" Knf* unb re<$t$ einanber flUt<^ f e^n ; bie* ftiebt aber (toeil gur 9U$» 
ten m-y fratt b ju fte&en fommr) 

A m-v = -•«-,+» ll -sr(»-Hre) ( .»,^ w .fc c l, 

L i+c = v J 

toc (m-H-c) c ein SBinomtaWtoefftient ift; unb bie* tji bie obige ©leicfrung, 

in toelcfter bie übrigen ©lei$ungen alle (teilen, toenn man fratt v na$ unb 
na* 0, 1, 2, 3, ... m fefct. 
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bie julefet ' 

aus welchen @lei<f>ungen einer bei; Äoefftjienten na# bem an* 
bern fi# ergiebt, juerfi x m , bann x m -i, ic. k. 

Sinnier f. 2. 2Ran fann aud) nadj 8- 60. V. fiatt ^ a g>* 
wieberum fefcen bie Steige, welche fymbolifö burdj (e ÖJl — l)*<p x 
auSgebrücft, in ber IV. be$ 8. 60. aber tt>irfltc$ fyergefieHt ifi. 
3Daburd) gel)en bie gormein I. — III. in feiere über, welche red)t$ 
bie 2)ifferenjial*$oefft$ienten fcon q> x fiatt ber Differenzen 
J a q> x enthalten, unb biefe gormein muffen bann n>ieber mit 
ben gormein XII. ober XIII. be* 8- 69. übereinjiimmen. 

gür ben in ber III. betrachteten gaß fyat man au<$ folgern 
be* SBerfafyren etngefd&lagen. 

(Srfilidj integrirt man 2&»y x ttyeilweife (b. f). man wen* 
bet bie gormel 3t. 4. be« 8. 56. an) unb erfydlt 

1) (a b — 1)^(^.^) = a x -y x -a h .^(a x .^9)x). 

hierauf fefct man fiatt Jq> x feinen SBertl) SlW'gfc. T iv 1 
unb man fyat 

2) (&-l)2(&«p x ) = a*.y x -a h • S[ (a+1)1 • -2(a*.9*+ V*)} 

©efct man tum I)ier r na# unb nac$ 9<p x , ö*y x , & z g> Xf w. k. 
fiatt q> x , fo erhält man eine beliebige Slnja^l &ou @lei($ungen, 
um 2(&-dq> x ), Zi&WyJ, 2(**-$ 9 <p x ), ic. k. eltminiren, 
unb fo 2(a x -y x ) felbji fyerfiellen ju fömten. 

8. 71. 
Sluf bie beiben Summen 

1) -&*(px+q) 2 Äm(iph) 

unb 

2) -G»(px+q) 2 Äm(iph) 



. ' 
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laffen fid^ jurüdfüfyren bie (Summen 

2 , (Ä»x) m .(Cfe*x) n , 

fo oft m unb n ^ofitit>e ganje 3«t)^n ober 9toB ftnb, in fo 
ferne man (Sinx) m .(Cosx) n in eine Sletye »on ©liebem »on 
ber gotm A*Smpx ober A«C<9/px sewanbeln famt. — 
Äommt ba« ,@Iieb A-CaiOx b. ty. A felbft babei mit t>or, 



x 



fo §at man - A = A • -r- 5« nehmen. 

S. 72. 

©ollen «2(ax+b)p.£wix unb 2(Bx+by.Cosx gefim* 
ben werben (unter ber SSorauÄfefcung, bajj Jx = h, b. ty. 
unter ber SBorauSfefcung , bafi biefe Summen na<$ x genom* 
men werben f oHen, unb ni$t etwa nadj p , ober na# a ober b) f 
fo tterfäfyrt man wie folgt: 

3Kan fefct ax+b = x', unb Jx 4 = h', fo baf 
h' » ah tjl) unb nimmt »on (x'-h') p *Ciw(x-£h), fo wie 
*on (x'— h')p*£ft»(x— |h) bie Differenjen, unb man erhalt: 

1) z/[(x'_hO p -Co<x^h)] =x'P.Cbj(x + ih)-(x'_h < )P.Cbj(x-ih) 
= x'p.[^<x+^h)-Cbj(x-^h)]+S[(-l) ft p« + i.xP- tt - 1 .h'^] 

2) ^/[(x'-hO p *Äm(x-^h)] = x'p.[Äm(x-Hh)-&V*(x-4h)] 

+S[(~^p tt+ i. X P^-i.h'^]. 

klimmt man nun 

-2£m£h.&V*x ftatt 6^(x+ih)-Coj(x~ih) 
unb 2Ciw±h.Smx ftatt Sm(x+Jh)-Äm(x-ib) 

unb bann linf« unb redete (in 1. u. 2.) wieberum bie enblidjen 
3ntegrale (b. fy. bie Summen), fo erhalt man bie nötigen 9te* 
bufttondf ormeln , nämli$: 

(x^hOP-Co^x-ih) 



I, 2(x'P.Ämx) = - 



2Sinih 



i l 



+ -^p- • s[(-l)«.p Ä+ i-h^.Ä'P-^ C^(x-ih)] j 
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ü. -.(xp-Gwx) ^^ 

-*2^bh ■ 4 (-1)a,Pft+i#h ' a+l ^ x ^ a " lÄV,(x ^ h) ]' 

wo nodj überall ax+b ftatt x', unb ah jiatt h' gefefct 
werben muf . 

pr p = 1 namentlich finbet man tytetau6 

3) 2[(ax+b).£mx] 

[a(x-h)4-b].CWx-|h) ahffm(x-ih) , 
"~ 2äm£h + 2(Äm^h) a ' 

4) 2[(üx+b)*Cosx} 

[a(x-h)+bl . Sin (x-^h) . ah Cflj(x-£h) 
r 2Sin$h + 2(Äm£h)». ' 

änmerfg. 9?ad) bem SiSfyerigen fatrn man alfo fmben 
bie enblidjen 3ntegrale t>on 

. A*x tt +B»x a 4-C»xy+ ««» 

*' x njh 

wenn a, ß, y, k. n ganje pojtttoe Scüflm fort unb n bie 
gröjfcjie barunter; — ferner von 

2) a mx .(Ax"+Bx /3 +Cxy+...) 

wenn a, /?, y, k. ^ofltit) ganj, m bagegen ^>ofttit> ober ne* 
gatto ganj ifi 5 — femer von 

3) (5mx) m . Cwx* . (Ax«+Bx^+Cxy+ ...) 

wenn m, n, a, ß, y t ic. pojttto ganj jlnb. 

Sie* galten wir aber für ba$ wid)tigfte, wa* ft<$ aber bis 
enbltdje Sntegration einer gunftion f* mitteilen l&fit. 
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2>e* fünften Äajntel* 

jwette Slbt^etlung. 

(Snbli^e Sntegration t>er enblte$cn $){ffcrettjen*©lct<$ttttgett. 

8. 73. 

©nc ©leidjung jwifd&en f x , Jf x , 4 2 f xt — ^f* unt) x, 
fyeift eine entließe 2)ifferensen*@letc$ung ber n ttn 
Drbnung. 

3)a ftd) J v f x (na# §. 54. 91.. 1.) allemal in f x , f x+ b, 
fx+2h, ••• fx+^h auSbrutfen laft, (o folgt 

baf eine enblidje 3Mfferenaen*©leid&ung ber n ten Orb* 
nung eigentlich nichts weiter tji, atö eine ©leidjung 
jwif^en ben n+1 ©liebem einer Ur* Steige 
fx, f x +h, fx+2h, — , burdj welche jebeS folgenbe 
©lieb ber gebauten SReifye in bie n nfidjji vorangehend 
ben ©lieber berfelben Steige au«gebrü<ft gegeben iji 

SBirb aus einer folgen enblidjen £)ifferenjen*@tei<$ung (bet 
n tm Drbramg) bie gunftion f x felbft fyergefieflt , fo fagt man: 
„e$ fety bie gebaute 35ifferenjen*@leidjung enbli# integrtrt." 

3)ie enblicfye Integration einer S)ifferenjcn*@letc§ung ber. 
n teB Drbnung ifl alfo ni<$t$ anberS al« bie Slufftnbung beä in* 
bepenbenten @efe^e6 einer Steige, wenn ba$ refurrente ©efefc 
berfelben, bur<$ weldjeS iebe$ folgenbe ©lieb in bie n ndd^fl 
ttorangefyenben ©lieber berfelben Steige auSgebrücft wirb, befannt 
unb gegeben ifi (<S. Stomerfg. 1. ju §. 1.). 

Slnmerfg. 1. Sitte Unterredungen über SMffcrenjen fefcen 
aber ßett ein bejltmmt gegebenes Jx ober h (fyäuftg 
Jx == h = 1) vorauf, unb ni<$t meljr ieben wtlKuljrlictyen 
SBertl) *on h. 

anmerfg. 2. 2)ie enblictye Integration ber ©leic^ungen 
gelingt in ben feltenjien gälten, unb biefe lederen wollen wir 
nun im äBefentlictyen betrauten. 
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V 

§. 74 

£>ie enbli<$e Integration bei - linearen unb «bückten 
2)iffetenjen*@lei($ung bet erjlen Orbnung, b. f). bei @lei<$ung 

1) ^f x +A x .f x = ober f x+h = (1-A x >f x , 

wo A x eine gegebene gunftion ton x ift, gef<§iefyt wie folgt: 
man fefrt 

2) f x = e* unb erhalt 4f x = e*.(e At -l), 

wenn Jt ben 3*wac$$ bebeütet, beit t als gunftion fcon x 
etleibet, inbem x um Jx ober h w&$% ©ubfHtuirt man 
biefe SBertye in bie 1.), fo ergebt tfc$ 

3) (eAt_i )+Ax = 0, e* = l-A x , ^t = %(l-A x ) 
tmb 

4) t = ^%(l-A x )+c. 
golflli^ fyat man (au* 2.) 

5) f x = e 2 " 7 ^ -^- 1 ^ = C.e- 27 ^ 1 ""^ 

gefunben, wo C bic (periobifc^e) n>iU(ü^tU(^e Äonfiante *or* 
pellt, wefd&e in 4) bur<$ c sorgefleUt gewefen ift. 

2lnmerfg. 1. 3$ A x nadj x fonjlant unb behalt nur 
bur# A bejeid&net, fo ftnbet ftcty alfo aus 

^f x +A.f x =0 b. \). aus fx+h+(A-l)f x = 
foglei$ (weil jefct 2%(1-A) = -£-/<#(l-A) ifl) 

f x== C.e^^ (1 " A) = C(l-A)^ 
wo C bie willfityrli<$e (periobifd^e) Äonftante »otfieHt. 

Slnmerfg. 2. 3fl A x nid&t fonfiant nacty x, fo fann 
man ^%(1—A X ) in enblid&er $orm nid&t angeben. 3Beü 
man aber, wenn 1— A x =* R x gefefct wirb (na# §. 70.) bo<# 
ben Unterfd&ieb 



222 @itbl. 3«t. fc. eiiM. 5Dtff.*©ie«fr. Stty. V. §. 74. 

angeben fann, fo faim man au* bem gewonnenen 9tefultat 
(9f. 5.) f tnbem man bafelbji x+nh jiatt x fefct unb beibe 
(Steigungen burdj einanbet btoibirt, ehalten 

*x 

. = Rx # Rx-hh*Rx+3h ••• Rx-Hn-l)h, 

worauf 

6) fx+nh = Rx»Rx+h # Rx+2h ••• Rx-Ha-D^Xfx 

fyett>otgefyt. 

©ejjt man t>ier jiatt x unb h = 1 , fo befommt man 
f n b. t). ben SB evtl) t)on f Xf »«m jiatt x eine poftttae 
ganje 3<*W n gefefct toivb f in eine Äonjiante f auägebrücft. 

SBenn aber 1— A x — R x gefefct wirb, fo iji bie gegebene 
©leidjung 1.) iefct biefe 

©efct man bafyet fyiet herein fogleicty x+h, x+2h, x+3h, ... 
unb julefct x+(n— l)h jiatt x, unb multiplicht mm alle 
entfietyenben ©leidjungen mit einanber, fo finbet man bie ©lei* 
c$ung 6. weit birefter*). 



*) 3n ber Aufgabe : Die Stoeffaienten f , fi, f%, U, n. *er 

fteije f.+f.x+f.xHfjx'-f ... au (toben, *eU$e mit a x He ®genfä)aft 

gemein (at, na# welcher a x .a" = a x ** ifl, erhalt man al* ©genföaft 
biefer ftoefftienten bie (SHetyung 

1) «-fn^l-'n-l, 

ober, toenn man x+1 flatt n fefct, bie ©leiäjung 

f 
2) f -+i = ^T" f - 

b. &. für ^x = h = 1, bie lineare unb rebneirte Differenzen •©leiajung 
ber erften £)rbnung 

3 > M'-s+rH^- 

»el$e bie gegebene ©leityung 1. be* §. 74, iß, fobalb man 
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§. 74 b ; 

Die enbli<$e Sntegtation bev linearen unb uolljiÄn* 
Mgen Sifferenjen* ©leidjung ber erfien Drbnung, n&mliü) ber 
©leid&ung 

1) ^f*+Ax-f x = gp Äf 

wo A x unb 9?x gegebene gunftionen von x finb, ma<$t jtd) fo: 
9Wan fefet 

2) fx = y x *Zx t W ^ f * = y.'^Zx+Zx.z/y^z/y^.z/Zxj 

unb inbem man biefe SBertye in bie 1.) fubfütuirt, ge^t festere 
über in 

3) y^Zx+Zx^yd-^y*^z x +Ax*yxZx = 9> x . 



4 > f x + n = 7-7^r-- f *-> 



f f 

A x = 1- ^^j-, alfo R x = j-£j- unb ^x = h = 1 nimmt. 

Sin aUgtmetae« Snttgtal in cnblidjiet gormläjjt fty nun nic^t bXjeUcn; 
ba« S?«fa$uH b« Stnntcrfg. 2. gtebt ab« 

f.» 
(x+i) 
■nb biefe ©lei^nng fliebt «riebet für x = 0, 

5) f n = _L!_.f., 

ttafytenb no$ bie Olei^ung t.) für n = 1 in f, = 1 

übergebt, fo baf bie 5.) gleit 

• f n 

6) <„ = -£- 

£)affelbe SRefnltat (6.) batte man aber iriel etrtfttti&et ehalten, wenn 
man tn bie ©letdjmng 1.) patt n na* nnb na* 1,2,3, ••• n gefefct unb 
julefct alle ©Teilungen mit einanber multtylicirt b&tte. 

SRacfc bem fyter ©efagten jinb aber $ln{t*ten be$ Sag ränge ju »er* 
belfern, tottye man in allen frieren Triften über biefe Integration ber 
linearen rebneirten ©lct*ung roieber^olt finbet, nnb roel*e mit bem bier %t* 
gebenen in 2Btberforu($ fielen, toel*e enbK* au* bei tyäteren Unterfud&nn* 
gm ibren fönfhig ausüben ni*t verfemt fyiben. 



224 <£nbl. 3tit. b. enbl. £>iff.*©W4>. Sty. V. §. 74. 

3)a man nun übet eine ber beiben gunltioncn y x ober z x no$ 
na<$ SBelieben biäponiren famt, fo benft man fie jic§ fo, bajj 

4) ^/y x +A x .y x = 

wirb , n>obur$ bic 3.) übergebt in 

5) (yx+^y«)*^z* = ^x ober y x+h . Jz x = <p x . 

2)ie ©leietyung 4.) iji nun im §. 74. bereite integrirt imb giebt 

6) y x = e z ^ (1 - Ax) 

ju tt>efc$em 2Bertl)e wir gar feine n>itfful)rlid)e Äonjiante ljmju* 
fügen, ba y x eine *>on und ganj beliebig angenommene gunf* 
tion toon x iji. Die @ieid)ung 5.) giebt aber bann foglei$ 
no# fyinju 

7) * = -',-Sr+ c ' 

wo C bie eingefyenbe tt>iBfufyrlt<$e ß>eriobifc$e) Äonftante &or* 
fiellt. — 3wleftt ifi f x = y x -z x gefunben. 

Slnmerfg. 1. 3ft A x nad? x fonjlant unb blof burc$ 
A bejeicfytet, fo fyat man 



Yx = (1-A) 
unb 



x^ 

h 



-^-1 



z x = ^op x .(l-A) h +C 
alfo 



-^-i 



f, = Cl-A) h .(^p t .(l-A) h +C) 
aW ba« 3ntegral gefunben ber 2)ifferenjen*@lei<$ung 

^f x +A-f x = q> x . 

änmerfg. 2. 3fi au$ no$ g> x fonftant nadj x unb 
bur<# B sorgejieüt, fo finbet ftd^ I)iernac$ ba« enblic^e 3ntegral 
ber @Iei#ung 

^/f x +A.f x = B ober f x+h = (l-A).f x +B 

fo, nämlicfy 

f % = B.(l-A) sr .(^(l-A)"" lr "" 1 +C) 
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b. Jp (n«# «. 57. K.7.) 

inbem man jlatt BC, wett&e« »iUffi^riMji G>ertobif<#) fonjiant 
tjl, wieberum Mof C cjefdjrieben fyat. 

8. 75. 

Äennt'man jn>et fyeciefle 2Bertl)e f*' unb f E ", weld&e 
bct rcbucitten linearen @lei<$img ber 2 tetl ©rbnung 

1 ) fx+Sh+Px • fx+h+Q* • f, = 

genügen, fo ijl 

2) f Ä = C'.f Ä '+C".f»'S. 

wo C unb C" gw>ei tt>inful)rlictye (periobifdje) Äonjtanten jtnb, 
ba* allgemeine entließe 3ntegral. . 

3)cnn bie ©leidjung 2.) ma$t, bet 83orau«fefcung jufolge, 
bie ©lei^ung 1.) ibeniifdfc; unb fmbet man au« ber 2.) Jf x , 
4 2 h, fo f)at man nur brei ©leid&ungen, au« benen ni#t ment- 
al* jtt) ei tt>iltfuf)rli<$e ftunftionen eliminirt werben lönnen, um 
ju einer 2)ifferenjen*@leic$ung ber 2 tr * Drbmmg gu gelangen; 
alfo iß ba« integral aufy ba« aDgemeinjie, 

%at man aber ba« (enblidje) Sntegral ber rebucirten ©let* 
$tmg 1.) gefunben, fo fann man nun au$ bie ©leidjung 2.) 
ai« ba« enblidje 3ntegral ber Doflftönbigen linearen . ©leic^ung 
ber 2** Drbnung 

3) fx+2h+Px • fx+h+Ox • fx = V, 

anfeljen, »erat man nur C unb C" no<$ ate gunftiönen t>on 
x. anfielt, n>el<$e bur# bie beibeu @lct$ungen 

. 4) f^.JC'*+t» x+h -JC» % » 

unb 

5) f^Ä-^C'rf P'^Ä.^C^ - Vx 

gegeben flnb, au« benen JC' % unb ^/C", al« bef annte Sunfc 
▼III. 15 
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tlonen gv, V* mä x ^tgefießt »erben fönnen, um bann 
au* tynen nac$ bem ttorfyergefyenben Äajritel 

C' x = 2q> x +ct unb C" x = JSi^+c" 

herzuleiten, mnn fold)e* möglich tfi. 

@S tjl bie$ ganj analog bem Stefanen, toa$ bei ber 3n* 
tegration ber linearen 5Mfferenjial*@lei($ungen gebraust wirb 
unb bort unter bem Warnen ber „3Ketfyobe ber Variation ber 
Äonjlanten" befannt ifl (93gl. ©#. b. SRaty. 3$. VI. ft». 370. 
bie 374.). 

S. 76. 

£>ie linearen unb rcbucirten 3)ifferenjen* (Steigungen 
aller Orbnungen mit fonftanten Äoefftjienten laffen ji$ fefyr 
lef<$t integrum 

3ji j. 35. bie @lei#ung ber britten Drbmmg 

enbli$ ju tetegrlten, fo fefct man f x = m x , unb erfyält 

2) (m h ) 3 +a.(m h ) a 4v?-m h +y = 

löft btefe fubifd)e @lei$ung auf, cttyift brei SBertye für m\ 
alfo and) brei SBertlje m t , m 2 , m, *on m, unb ^at bann 
al* enbli<$e« 3ntegral ber @leic$ung 1.) bie ©leic^ung 

wo C, G", C", brei aHIHtytUty (periobiföe) Äonflanten jfcb. 
3fl Hij = m 2 , ober iji gar m( »n 2 »m n fo 
treten ganj analoge SWobi^f aHonen ein, wie fol#e im &f% b. 
2Rat$. £$. YI. SS. 370 seqq. au0ful)rlid0 betrieben flehen. 

Slnmerf g. JDiefe Integration ber rebucirten linearen 3Mf* 
ferenjen*@lei<$ungen loft aber juglei<$ bad Problem: „ba* re* 
„furrente Oefefc berienigen SReifyen, wetd&e bie @ef<$fc$te ter 
„SRatfyematif bie refurrirenben nennt, üt ein inbepenben* 
f ,te* umjuwanbetn." (6. S. 22. unb Slnmerfg. 2. ju S- i). 

9fca$ beh fo eben angeführten Paragraphen würbe man ti 
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tefumraibe Steige S[f^t Ä ] fummtten, aW Summt tat$ut$ 
f 

. , * , 3 ehalten (na# §. 22.); b«m M*f*n 33ru<$ 

in feine <p«ttldM$e 1 _^ + ^ p ^ +T _ r 

jetlegen (w&tyienb mi , m,, m 3 bie hei SBertfye fcen m 
flnb, welche m z +am*+ßn\+y = machen), unb bann 
^atte man (na# §. 1. 2fametfg. 2.) für jebe ganje 3afyl a 

f a = C'.(m 1 } Ä +C".(m,) ft +C'".(m 8 )« 

unb gerabe bie$ gefyt au<§ au$ bem integral 3.) fyertoor, wenn 
man h = 1 fefct unb bie bortigen willfüfyrlictyen ÄonjJan* 
ten biefem fyecietlen Problem angemeffen benimmt. 

§. 77. 

3ut SefHmmung ber bei ber enbli<$en Sntegration einet 
£>tfferen}en*(0lei$ung ber m* m ßrbnung eingetyenben . m $on* 
ftanten C, C", ic. k., wie folctye in einem befonberen BaHe 
ber 9lnwenbung mogfidj unb notfywenbig wirb, iji e$ au*rei#enb, 
wenn man m ©lieber bet SReilje 

fx, fx+hf fx-h2h, fx+8h/ ••• 

für irgenb einen bejtimmten äßettl) to$n x fennt, 
weil man babur<$ eben fo wie @lei$imgen aß ja beftimmenbe 
Äonftonten crljalt; unb bann ftnb bie ßonftaitten ab feinte 
(unb nidjt periobifdje). 

Siutty begreift man fogleid) aut Um llmflattfre, feaf bie 
pertobifdjen Äonfianten für bie SBettfye «, «+bf •+Ä# 
a+3h, ••* son x, ftetS biefelben SSßrrt^e annehmen, warum 
jtc$ leitete offenbar baburc$ ni$t bejiimmen lajfen Knnen f baf 
man bie 2Bertl)e »on f x fennt, für bie fonjiantejt 2Bertfye 

a, a+h, a+2h, ic k. Don 5c. 

3ft bafyer.bur# 3ntegratioa einer Differenzen* (Sfeicfyag 
). 33. ber erjien Otbmmg, eine foldje Äonfiante C eingegangen, 
welche nun eben fo gut abfofat wie ycri*Mf$ fej^tt fatm, fo 

15* 
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farat man aud) no<$ ber Sebtngung genügen, bäf bie bür<$ bie 
3ntegtation gefunbene gfunftion f x , *on x = a an bid gu 
x = a+h bin alle SBertfye mit einer anbeten gegebenen gunf* 
tion y x gemein fyat, ttäfyrenb a irgenb ein befHmmter Ion* 
jianter SBertb ifl. *) 

Soft man nämlid) bie gegebene 3)ifferenjen*®lei<$ung alge* 
braifdj nadj M auf, fo bafi man erhält 

1) ^fx = F x ,^ ober f x+ h = fx+F^ xf 

fo folgt barau«, wenn man x+h, x+2h, x-|-3h, jc. ic. 
fkatt x föreibt 

2) f x +8h = fx+h+Fx^ +h 

3) f x +8h = fx+2h+Fx,f x+2h 

u. f. n>. f. — Äennt man nun für jeben Sßertl} x', ber 
jtt>ifd?en a \xxi\ a+h liegt, jebe*mal ben jugefyorfgen Sßertfy 
son f x , namli# ben SBertfy f X ', fo giebt, wenn man biefen 
2Bertl) x' jiatt x fefct, bie (Steigung 1.) foglei<$ ben SBertl) 
fx'+h, b. fy. alle SBert^e üon f x für alle SBertfje Don x f 
roeldje jwifctyen a+h unb a+2h liegen. 216er eben fo geben 
nun bie ®lei#ungen 2.), 3.) u. f. u>. alle SBertfye *on f x für 
alle SBertfye &on x, welche jroifd&en a+2h unb a+3h, 
jtt>if<$en a+3h unb a-f-4h, u. f. tt). liegen. 

3fi batyer ba« integral aW eine ©fei^ung jn>if<$en x, f x 
unb C gefunben, fo muf man bie gegebene gunftion q> Xf mit 
welker bie gefugte gunftion f x in ber ganjen ©trerfe »on 
x = a bi« x = a+h jufdmmenfallen foD, ftatt f x fefren, 
au« ber ©lei^ung bann 

C = rp x 



*) ©teilt man ft<$ x al* Hbfci ffe unb f x afo Drbinate »or, He bur<$ 

eine fottfre Differenzen • ® Teilung ber rrflett Drbnnng gegeben ift, fo Fann 
»tan alfo »erlangen, baß biefe äur»e mit einer anberen gegebenen ftur*e 
y = <p x bie ganje ©trede bon x = « an Mt *u x = «+ h $in (unb 

nffy blef einzelne 9un!te) gemein |abe. « 
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ftnben, aulefct aber eine gunftion »ort Äw^jp- unb Cw?^ 

auffucfyen, welche für alle Sßertbe &on x, bie jtwfctyen a unb 
a+h liegen, genau mit tp x jufammenfdßt, leitete aber jiatt 
C nehmen. 

2)af* unb wie tiefer ledere Sljeil ber gegenwärtigen Un* 
terfuc^ung aufyufufyren ift, fyat Courier in feiner Theorie de 
Ja chaleur, ä Paris 1822. juerfi gejeigt, unb bie bafyer rüfy* 
renben fogenatmten Courier' fc^en Steigen bilben einen tyoctyfl 
wichtigen aggregirenben £fyeil ber fyötyern Slnatyft*, welche im 
nac^fien Steile btefe* SBerfe* betyanbelt »erben. 

38ir bemerfen nur no<$, baf bie gegebene $unftion q>% 
nic^t einmal eine jietige gunftion t>on x ju fetyn brauet, wenn 
man nur für alle SBerttye fcon x gwifd^en a unb a+h, alle 
auge^origen SBertfye aon f auSgebrücft fyat, ed mögen leitete 
bann in biefem SRaume (&on x = a bi* x = a-f-h) tin 
einjigeS ©efefc, ober nadj unb nac$ mehrere serfd&iebene ©efe^e 
befolgen, b. fy. fte mögen bur<§ eine continuirli^e ober burd) eine 
bi*continuirli#e ftunftion *>on x auägebrütft fetyn. 

Slnmerfg. 3)a bie $)ifferena Jx ober h f%etd als ein 
bejiimmter, nic^t mefyr serdnberlic^er Sßertfy angefefyen loirb, fo 
brüdt jiebe $ifferenjen*©lei$ung j. 8. ber erjlen Drbnung nur 
ben U ebergang avA fcon bem 3ußanbe f z ju bem benimmt 
bason entfernten 3ujianbe k+h. 3ebe 2>ifferenjen*@lei#unfl 
$at *bal)er allemal eine Unjietigfeit (2)iScontinuitflt) ber bur# fte 
aorgefiellten gunftion ju ©runbe liegen. *) 



*) Da iti ber X>ijferenjett*9fce($nttttg bie Differeni ^/x ober h alle- 
mal einen frejHmmten Söertfc %at, fo barf man au« ber ©lef<$nng 

A +A,.h-|-A,.h t + ... = B +B,.h+B,.h a + — 

auty n\$t folgern, ba|j A = B , 'A, = B,, A, = B a , u. sc fejm 
muffe, »eil Hefe gotgenutfl nur bann richtig ift, »emt biefe erfiere ©Ict^uttg 
entroeber für {eben SBerty bon h gilt, ober bo<$ für tint nnenbli<$e Stenge 
ßetfg anf einanber folgenber SBertye bon h. 
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8. 78. 

Saplace Ijat no<$ *ßrobieme befyanbelt fcon folgenber 
©attung : 

„eine ftunfrton g> ju fmben, weld&e bie (Eigenföaft l)at, 
bafi jtotföen <p f nnb g> F eine befHmmte unb gegebene ©lei* 

% c$ung 

I. G = 

jiattftnbet, wodljrenb f unb F gegebene gunftionen von x fmb f 
bie voir burdfc & unb F x bejet#nen, fo baf man 

IL f = f* Unb III. F » F x $at." 

Um foldfre Aufgabe ju töfen, fÖfyrt ?aplace einen neuen 
8Seränberlit$en z ein, welker von x bergefialt abhängig 
gebaut wirb, baf 

IV. f x =s u z unb V. F x = u z+ i = u z +^u 7< für 4t = 1 

wirb , wftljrenb u, eine unbefannte unb gefugte gunftion t>on 
x ijl. (SUminirt man nun au* beiben lefctern ©leidjungen ben 
SBetänberli^en x, fo befommt man eine ©letd&ung jwiföen 
u z unb 4u % , alfo eine enblid&e 2)ifferenjen*®leic$ung 

YL n*M = 0. 

SBitb biefe bann integrirt , f o bafi maa 

VII. u » u, 

erty&tt, fo l)at man bie ftunftion u z mit einer wiflfftfyrR^jen 
Äonjiante, welche totere man irgenb nrie annehmen lamt, weit 
u B nur ein eingeführter #tff$werty ift. 2Me <Öfet$ung IV. 
(f x = u z ) giebt bann auc$ x in z auSgebrüdt, alfo 

VIII. x = x z . 

hierauf fu<$t man eine gunftion y z fo, baf 

IX. <p { = y z unb X. <p F = y z +i = y*-h*y* fir 4i> = 1 

wirb, unb jwar babur#, baf mm y* ftatt <p t unb y z+ i 

fr- $• Y»+^y* f* att 9V * tt ^ c 9 e 9 e6ene ©teidjung L 
(G = 0) fubjiituirt (fo wie {tatt x, wenn folc^e* (in G = 0) 
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nodj erlieft »orfommt, au<# feinen 9fa«bru<f in z an« VIII.) j 
unb bie ®lei<$ung G = gefyt baburdp über in eine 2)iffe* 
renjen*®lei<$ung 

XI. ***,y,Ay = 0- 

©elingt e* nun, tiefe leitete ju mtegriren, fo f)at man y f , 
alfo au# »eil q> { = y* gefegt worden, <p f hl z, unb wenn 

man jiatt z feinen SBertl) fefct, q> { in x auSgebuWt, b. f). 

man Ijat eine @lei<$ung von ber gorm 

XII. q> { = i/> x . 

SBeü aber f at* eine gunftion &on x gegeben ift (in II. ), 
nämli$ 

voo f x ein gegebener Siuäbrud in x iji, fo barf man jefct 

nur au$ ben beiben (entern @leic$ungen x eliminiren, um y f 

in f auftgebrueft }u traben, alfo auä) ^ in y, wenn man 
v jiatt f företbt. 

Störe §. ©. flatt ber ®let$img G = gegeben bie (Slei^tmg 

1) Vx a = <P*x+2, 

fo Jmttc man in tiefem $etftne!c x tmb 2x jiatt bet tbigen f x imb F x , 
alfo 

2) ^ = x uttb 3) F x = 2x. 

Watt lat bann leitet x 

4) x = u z unb 5) 2x = u 8 -f^/u a ; 

mtb, fobalb x tltmuwt »irb, Me $ifferett|ett*©IeM$tmg 

6) u,+2to s = 2n, b. $• ^/u B = u g für Jz - I. 

XHefe GHetymtg (tta<$ §. 74. Stomerfg. 1) tittefltirt, gtebt 

7) u a = C2% 

» 

alfo (au« 2.) 

8) x = C2 8 ober x = 2*. 

hierauf |at matt §ttt SefHmmotg *ett y 2 btc beiben @Ieu$uttßett 

9) <Tx = y* unb 10 ) vsx = >*+^y* ff* ^* = l > 
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toetye f« BeiWnbtmg mtt ber 1.) jut (Meinung 

u) y»* = y,+^y,+2 •*« y*+i = V-* 

fttyrt. Da nun, toenn man y z *on ber gönn a * +a x annimmt, 

toirb bcr ©leid&una, 9.)/ baburt$, bag man einen neuen Seranfeerltyen \ 
fo einführt, baf 

12) y z = a Vz + a~ Vz 
toirb, ßtnüflt, fobalb man 

13) Vn = 2# V ftl f° ^ v » = v « 
nimmt; toelije (Bletyiitoa, fttttamt, 

14) v 8 = 2« 

girbt, fo bag man (au« 10.) er^ftlt: 

15) y £ = a^W-*), 

»o a no$ eine »iflfudrKiJe Äonftmte ijt. Die* <|t ba* enblfoje Sntegta! 
ber ©leityuna, IL). 3J?an $at alfo nun, toenn an* 9.) nnb 15.) uttb 8.) 
fofcoty y z al* an$ z eliminirt »erben, 

16) <f x = a*+a~*, 

ober, »eil f = x ift, </» f => a f + a~~ f , alfo an$ 

17) y v = a T +a~ v , 

»o a tint nriflffi&rtid&e Äonßante iß. 

Slnmerfg. 1. SBirft man aber einen Slitf auf ba* 3nte* 
gration^SBerfatyren ber ©leic^ung 11.), fo fann man ni$t laug* 
nen, bafi man mit berfelben $>toinatton$gabe, mit »el<$er bie 
neue gunftion v z eingeführt »orten, foglei<# auc$ bireft fyitte 
erraten fomten, bajj b x -j-l>~* bie gunftion iji, wel<$e ftatt 
9x gefefet ber ®lei<$ung 

g?x* = 9>s*+2 
genügt, unb bann ti>Äre ba* ganje SBerfatyren überflüfftg gewefen. 

Slnmerlg. 2. ®ett>ölptlt<$ tfetyt man eine fott&e ©leid&ung 
.6 = jwiföen $> fx unb ?f x unmittelbar al« eine 
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2>ifferenjen*®lei$ung an, in. welker aber nidjt x um h ober J, 
fonbern um eine ftunftion ^/x vvn x wäctyjl, bergeftalt, baf 

wirb, unb man vergleicht bann bfefe 8bt von SMfferenjen*®^ 
jungen mit jenen 3Differenjial*®letc$ungen, in benen ba« JDiffe^ 
renjial dx nietyt fonjiant, fonbem fclbft wieber veränberli# 
b. I). von ber gevm 8x t *dt iji, n>o dt al* fonjlant gebaut 
wirb. 

3n biefer 93ejfefjung mufl man bie gegenwärtige Slufgabc 
aW ein 93eifpiel ber 3ntegration foldjer 2)ifferen}en*®lei#ungen 
anfetyen, in welken x niefct um etwa* fonjiante* (h ober 1) 
widtft, fonbern felbji not$ um etwa* JBerdnberli$e*, b. ty. nodj 
um eine gunftion von x. 

8. 79. 

ßuleftt wollen wir nodfc jwei SBeifpiele geben, wo eine ©fei* 
$ung integrirt wirb, welche ju bem „Äalful mit gemixten 
SMjferenjen" gebort, in fo ferne in ifyr Jy x mit 9y x gemifetyt 
vorfommt. 

*' A. @* fe^ ju integriren bie ©leietyung 

1) Öy x +a.^y x +b.y x = für Jx = 1, 

welche in 33*jug auf y x , 8y x unb Jy x linear iji unb 
fonjiante Äoefftjienten fyat. 
9Ran fefet 

2) y » e«,- 

tyrt 8y x '» m.e»* unb ^y x « e°*.(e m -l)$ unb bie 
@lei$ung 1.) getyt baburety aber in 

3) m+a.(e m -l)-fb = 0. 

* 

pibet man nun au* tiefer ®lei#ung bie unenblic$*vielen SBertfye 

m,, m,, m 8 , m 4 , ic. ic. von m, weld&e fle liefert, fo 
fattn man 

4) y = C l *e m i*+C,.e m > lt +C s *e Äl «*+C i .e ,n 4*+ 



••• 



834 ßttbl 3»*. b. cnbl $iff.*©Iet$. Stap. V. §. 79. 

wo C,, C. if C 8 , C 4 , k.M. fcollig n>iOfö^rU^e abfo* 
lute Äonjtojtten fcorjiellen, — al* allgemeine* integral ber 
©lei^ung 1. anfeljen. 

B. 2Bdre aber ju integriren bie ©leic$ung 

1) 9(^y Ä )x4-a.öy*+b.//y a +cy Ä = O f 

fo wärbe man burcty baffelbe Stefanen bie SBertbe m,, m„ 
m 3 , k. k. *on m au* ber @lei(#ung 

2) (m-fb) • (e m -1 )+am-f c = 

ju entwideln tyaben, wäljrenb bamt wieberum 

3) y = C ! • e m ^+C 2 . e^+Cg • e m » x + w. K. 

alt ba* aDgemehte integral ber @lei<$ung I. angefe^en werben 
fann. 

2lnmerfg. 3(i u ehie ftunftion fcon x unb y f fo 
fann man bie ÜMfferenjen Ju x , Ju 7 (analog wie in ber 
Sifferenjialrecbmmg) $arttal*3Mfferenjen nennen, fo bafi man 
al* weitere *partial*2)ifferen$en 

J*u xi ^(^u x ) y , ^(^u y ) 1; J*u 7 

u. f. w. f. bat. • 

2Ran fann bann and) eine ©leicbung jwiföen folgen $ar^ 

tiak2)ifferenjen unb ber ftunftion u, fo wie x unb y felbfl, 

gegeben flcty benfen, unb foW&e integriren wollen, b. ty. bie 

gunftion u = u XT barau* herleiten wollen. 

SBenn e* aber fcfcon bei ben einfachen Differenzen *@lei* 

jungen nur feiten gelingt, ein 3ntegral in eriblicber gorm bei* 

aufteilen, fo tmtf bie* no$ triet metyr in ben ftufammengefefcteren 

Unterfud^ungen ber ftall fetyn, 

2Btr wollen betraft gegenwärtig auf biefe fyiet nur ange* 

beuteten Unterfu^ungen ttid^t weiter eingeben. 



(Jtttige Ktttoenfeungen btr cnbU^cn Dtffcrcttjttt- unb ber enb- 
liefen <3ummeti' (3ntegra!') ^fc^nung. 

§. 80. 

®ie näd^fte Slnroenbung, welche man von ben in liefern Äa* 
pitel vorgetragenen Sefyrejt mad)t , ift bie tabettarifdje SBeredjmung 
ber SBertfye einer ftimftion f xt wie folc&e nad) unb nac§ ju 
ben Serben •••, -3, -2, -1, 0, +1, +2, +3, ... 
ober ju ben SBertljen 

4,1; 4,2; 4,3; 4,4; ... 4,9 

ober allgemein ju ben Serben 

er, «+V a+2h, a-{"3h, ••• 

»Ott x, geboren. 

A. 3fl nämli<$ bie ftunttion f x eine algebtaiföe gdnje 
rationale »om m ten ©rabe, fo »erben Jf Xf J*l x , — ^ m f; 
eben fold&e Munitionen vom bejüglidj (m— l) tftt , (in— 2) ten , 
O ten ©rabe fe^n, waljrenb 2/ m+1 f», ^ m+2 f x , k. k. alle ber 
9htH gleich fei;n werben (S. §. 61.). $«tft man ftd) nun f x 
att ba* allgemeine ©lieb einer Ur*9teilje, fo tfnb (nadj §. 51.) 
Jt x , 4*f Xf 4 z f x , ic. k. bie allgemeinen ©lieber ifyret 
1*«, 2**, 3 tw , k. k. 3Mfferenj*$Retyen unb iljre m* 3Mfferenj* 
Steige Ijat lauter fonßante ©lieber, von benen febeS bem fort* 
flauten SBertlje von A*U glei<$ iji. — ©etyt man nun von 
legerer al* einer befannten Steige au«, fo laffen jtd) rudroärts 



... 
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getyenb, ou* ben füt x = a befannien ©liebem ^-V«, 
^*-»f a , J™-*t a , ... ^/*f rt , ^f a unb f« bejüglicS i^ret 
1*« # 2 te « f 3* ett , ... (m-2) tttt , (ra-1)*», m*« @ummen4Retye, 
biefe Summen*9teiljen felbji mittelfi bet @lei<$ung 

bur$ blofle 2lbbition bilben, tt>al)tenb bie m** Summen *9tetye 
feine anbete al* bie gefugte Steige 

f«, f«+h; fa+2hf f«+8hf ,## 

ifi. 

B. 3(1 aber bie gunftion f» eine beliebige anbete gunf* 
tion ). 33. logx, Sinx, Cosx, logSinx, logCosx, ober 
betgt., fo mufl man jebe* folgenbe ©lieb f x+ h au$ bem »ot* 
tyetgefyenben f, babut<$ fmben, baf man bie @leic$ung 

ju £ilfe nimmt, füt ^f* abet in jebem befonbeten galle, b. % 
füt jebe tjefonbete gunftion f x eine Steige aufftnbet, toelcfye füt 
Weine SBett^e &on h fo f<$nell con&etgitt, bafl ein obet gtoei 
©liebet bet 9teifye austeilen, um J( K füt jeben SQBcrt^ Don 
x fo genau ju geben atö man e6.tt>ünf<$t. 

üRan fann abet aud) fyäuftg ba$ im §. 64. betriebene SSet* 
faxten eintreten laffen. 

9t4l)ete$ im „gefytbud) bet gefammten fyofyetn SKatfyematif 
in jttei 33anben. geizig 1839. S3b. IL pagg. 418—426. 

§. 81. 

Sine jroeite 2lntoenbung bet Diffetenjen * JRed&nung finbet 
jiatt auf bie 3ntetpolatiön bet Steigen, b. §. auf Sofung bet 
Aufgabe : 

w 9»an fennt n ©liebet einet Steige; man foH jtoiföen \t 
„jtt>ei ©liebem betfelben nod) eine Sfnjafyl m &on ©liebem ein* 
^„ fraßen obet intet^oliren. /J 
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A. SRan begreift jundd&fi, baf ba$ Problem, fo allge* 
mein ausgebrochen, ein »eilig unbefHmmte* ijl, eben tt>eft 
ba« ©efefr, na<$ welkem bie n gegebenen ©liebet; fi$ rieten, 
nid)t mit gegeben ift, alfo au$ fein ©efefr befamit ift, na$ 
welkem ft# bie einjuföaltenben ©lieber rieten foKen. 

2Ran würbe aber ba* ©efefc Ijaben, wenn man eine gtatf* 
tion f* fcon x Ijätte, nnb babei wüßte, baf bie n gege* 
benen ©lieber 

u,, u,, u 4 , ... u n , 

SBert^e fcon f» jmb, welche ju ben gegebenen SBert^en 

X| , x a , x 3 , ... x n 

&on x, geboren. 

Stimmt man aber eine gunftion f % t>on ganj beliebiger 
gorm an (alfo entweber eine algebraifetye , rationale ober irratio* 
nale, ober eine beliebige tranfeenbente), jebo$ mit n unbefHmmt 
geladenen Äonjianten k lf k t , — k n r — fe&t man alfo 

unb in bie'fe ®lei<$ung nun re$t$ jiatt x nafy unb na$ bie 
S93cttt)e x u x„ x,, ••• x n , linf* aber glekfyeitig flatt f 
nat§ unb na^ be)ügli$ bie SBertye u,, n„ u 3 , ... u n , 
fo $at man n @lei<$ungen, au* benen jt<$ bie n Unbefannten 
k,, k 9 , k,, ... k n im allgemeinen werben ftnben laffen. 
2)abur<$ ifi benn ein ©efefc gefunben, na<$ welkem ft<$ bie 
©lieber ber gegebenen Steige rieten , unb nac$ welkem nun be* 
liebig siel ©lieber berfelben Steige no<$ beregnet werben fönnen, 
bie ju SBertfyen *on x geboren, weldje jn>ifd)en j. 2J. ben 
beiben Sßertfyen x, unb x, liegen, fo baß man eben beäfyalb 
biefe neuen Sßertfye »on f. al$ jnnfe^en u a unb u s lie^ 
genb, anfeljen fann. 

3ebe neue $orm aber, bie man für f x wäfylt (bei bem 
eben befetyriebenen SBerfafyren) giebt ein neue* ©efefc ber ge* 
gebenen Steige 

u M u a , u 3 , ••• u n , 
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fo bap man nun anbete 3wif$en* ©lieber bef ommt, toä^renb 
We gegebenen ©lieber immer biefelben bleiben*), - 

B. ©etvJbnfid) ab« benft man jidj unter bem ©efefce 
f« ber gegebenen SRei^c 

U|, u 2 , u 3 , ••• u n 

eine algebrai,fd)e rationale ganje gunftion von x, fo 
baf man 

f, = k 1 -x n - 1 +k^x n - 2 +k3.x n - 3 + ••• +k n ^x+k n 

nimmt, unb nun bie Äöcfftjienten k lf k tt k 3 , — k a ben 
SBebingungen gemäß beftimmt, baf f x für x = x w x % , x 3 , — x„ 
bejuglid) bie SBertlje u,, u t , u 3 , ••• u n annehmen folt. 

Dbcr man benufct viellet<bt von ber gegebenen (Reibe 
«i, u a , u 3 , — eine geringere 2lnja!)l m von ©liebem 
(wo m<n iji) unb benft fi<$ nun f x blofl vom (m— l)* m 
©rabe, fo bafi man 

f x = % k 1 .x^-t-k^x*- 2 -}- ... +k m 

nimmt, unb nun bie Äonfianten k w k 2l ••• k m au$ ben m 
©{Hebungen bejHmmt, wüdbc erhalten werben, wenn man flatt 
x bie SBert^e x,, x 2 , x 3 , — x m , — jiatt f x aber gleich 
jcitig bejüglid) bie äBerttye u If u a , u 3 , •*• u m in bie vor* 
jw>enbe ©lei^ung fubjlituirt 

3)iefe geringere ätojabl m von ©liebem wirb man aber 
bann allemal nur benufcen, iverot bie n+t— m ©lieber ber 
(m— i) ttn 3Mfferenj4Äell|e, »eld^e a\A ben n gegebenen ©liebem 
ber Ur*5Reibe 

Uj, Ug, u 3 , ••• u n 

ft# bilben laffen, alle einanber gletcty tveiben, — eben »eil nun 



*) Dentt man fty x al* $Wci(fe unb f x aU Drbinatc , fo geben bie 

*«f$iebenen gunftionen f x eben fo Mt *erf<Jiebent flutten, fettye 

aber alte biefelben n fünfte mit einanber gemein fcafcen, bf«n Soorbmatt«* 
SBert&e bejüglufr x„u, ; x a ,u,; x„u 3 ; ... x n ,u n (inb. 
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tote n ©lieber al6 SBetfye rittet flanjen gimftion i*om (m-l)* B 
<9rabe nur etföeinen (n«# $. 61.). 

C. $ät ben in B. gebauten %aü nimmt Sagtange eine 
%mn ber gefugten ganjen ftunftion, welche attgenWi<flic$ afe 
Me richtige erfannt wirt>, bei beren Mofen Slnfld^t. 

©oß nätnlii) j. 33. ba* ©efefc f x fo f e^n , baf e« bi* 
*ier Sßertlje u w u 2 , u s , nnb u 4 liefert, fo oft flatt x 
bejüglid) bie 3Ber% x t , x, # x 8 unb x 4 8 e f e # weiten, 
fo ^at man 

, P <x—x t )(x-x % )(x-x\) 

1. I Ä = rz rz r •U l 

(x l -x 2 Xx l -x 8 )(x l -x t ) 
(x-x l )(x-x 3 )(x-x 4 ) ^ (x-xQQt-SiKx-x«) u 
" 1 "(x 2 ~x 1 Xx a -x 8 Xx Ä -x 4 ) # lt (x r x,)(js,-x0(x l -x 4 ) # * 

. (x--x l Xx-*»Xx--x 8 ) ^ 
(x 4 -x 1 Xx 4 -x a Xx 4 -X3) # * 

äK ba$ ©efefc ber Steige, b. 1). a(0 bie gefugte 3nte*pota; 
ti ön$f otmel; benn man erfennt foglei#: erfienä, baj} biegunftion 
f % *om britten (Stabe na<$ x wirb, wenn man fle orbnet, unb 
jtoeiien«, baf fte auä) ben SBerty u t annimmt für x = x,, 
fottrfe ben SBerty u t für x = x 2 , u. f. f. *) 



*) (Ein anbete* <$efe$ b. $. eine anbete SntetyolaKontforaul tofitbe 
matt für bajfelbe Seifoiel ^atat, »emt man für f* bie tranfeenbente 

gunTtton 

_ &'»p(x-x a ) » Sfaq(x-x 3 ) « 5iiir(x-x 4 ) 
« " U| *Ä»p(x l -x a ).&»iq(x l -x J ) •Ä>ir(x I -x7) 
&«p'(x-x,) . S*/iq'(x-x 3 ) . Si7fr'(x-x 4 ) 



+ 



&Vip'(x-x,) . Si;iq'(x-x a ) . SiVtr'(x-x 4 ) 
tt * * S/«p'(x a -X,)..$/rt q'(x a -x,) . A?7*r'(x 2 -x 4 

Sinp"(x-X x ) * &>iq"(x-x a ) * S*wr"(x-x 4 ) 
u * " Äfwp''(x l ~x 1 ).S/*q''<x,-x a ) . Äitr"(x~^x 4 ) 
Sfap'"(x-x,) » &Viq'"(x-x a ) - Sf»r"'(x-x,) 
+U * ' AYwp"'(x 4 -x,).&»q'''(x 4 --x a ) . .Si/<r'"(x 4 -Xj) 

nehmen toollte, ober trgenb eine anbete au* ber attßemrfnftt Sonn 

f x = u,*X l +u a *X a +u 3 .X3^ii 4 .X 4 
, tatur* ^rrvor^mbe gwßÄioit, ba§ man für X„ X 8 , X s , X 4 ßanj 
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di iß leidet biefe gorm t>on f x ftd) ju benfen, wenn m 
©lieber ber gegebenen Steige Ui , u a , ... benufrt werben 
foUen. 

?aplace, ber »on bem *Princty bet aümäfyligen Shmätye* 
rung auSgieng, fefrt jut SMlbung berfelben ganjen gunftion f, 

II. f E = u,+(x— x!).(Ju,+(x— x,)(x— x^d*^ 

+(x-x l )(x-x s )(x-x 8 ).d , u l + — 

unb ftnbet nun au* biefer ©leidjung <Ju,, inbem er x 7 ftatt 
x fefct unb gleidjjeitig u, flatt f* ; bann <J*u,, inbem et 
x 8 fiatt x unb gleidfoeitig u 3 flatt f» fefct; ferner <J 8 u lf 
inbem x 4 ftatt x gefefct wirb, u. f. w. f. 

3>enft man jid) bie SBertfye x,,. x 2 , x 8 , ••• x n alle 
um glei^iel, namlt<$ um h ^on einanber t>erf<$ieben , fo ba£ 

J. ». 

x m = a+(m— l)h ift für m = 1, 2, 3, ••• n, 

fo gtebt bie ©lei^ung §. 54. SR. 2. foglei<§ bie »erlangte 3nter* 

Ml f^ 

polationSfotmel, fo&alb man a ftatt x, unb -^— flatt n, 
ewWic& ^/«U! ftatt J*U föteibt, nämK<$ 

+ (x - c)(x -«_ h x ? _ c _ 2h) ^ tui+ 1( ^ 

wo u lf ^/u If 4*u lf J 3 n lt tc. w. f bie erjien ©lieber 
bejüglicty ber Ur*9tetye u, f u 2 , u 3 , u 4 , ic. ic. unb ifyret 
erjien, j weiten, brüten k. k. 3>ifferen}4Retyen jhtb.*) 



beliebige gunftionen b'on x (erau*ttä$lt, roel<$e jebeSmal bt* auf tint, bie 
= 1 ttirb, ber 9lttU flletc$ »erben, fo oft man x = x„ x„ x s ober x 4 
nimmt. 

*) <5 tote man namlty in bie ®lei<J«na HI. «+mh flatt x fegt. 
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Unb tiefe gottnel toirb noc$ einfacher, tt>erat man a = 
unb h = 1 nimmt, b. ty. wenn man flcfy sorfteKt, bafl bie 
gegebenen ©Hebet u,, u s , u 8 , ••• u n bie SBertfye einet 
gan}en gunftion f x fmb, toeld&e begägli$ gu ben SBertyen 
0, 1, 2, 3, ••• n *>on x, geböten. 

Slnmerfg. 9&o# Stöbere« über ba* 3nterpoliren ftnbet 
man in bem „ifybuty b. gef. $öl>. SRaty. in jw>et Sb." 8b. II. 
pagg. 426—437. 

*. 82. 

©ine britte Slmoenbung ber SMfferenjen* unb @ummen*9te<$> 
mmg ftnbet auf bie ©ummation 0>orjügHdj enblidjer) Steigen ßatt. 

2>a nämlidfr (nac$ 8. 54. ». 4.) 

(©)••• fx+fx+h+fx+2h+ ••• +fx-Kn-l)h = Sx+nh—^t 

if* r too Sfx+nh ba« fcorfteUt, toa* au« 2f x wirb, fo oft 
man x+nh fiatt x f treibt, fo folgt, bafi bie (Summe ber n 
©Heber ber Steige jur Sinfen bann allemal gefunben iji, fo oft 
e* gelingt 2f z ^erjufteBen. Senufct man baljer bie 9iefultate 
ber SS. 57—59. fo tyat man fogleicty bie ©ummen folgenber enb* 
H$en Sieben, nämli$ 

nX+nh__oX 

l) jF+tf t +H-^ +1B 4- ••• +tF«^ , ' k = h , 

toel<$e8 bie Summe einer au$ n ©liebern bejietyenben geometri* 
föen Steige tfo 



fo ßieti Hefe ©leicjung auf bet testen ®titt bie JRetye S[m ft .//•u,] 

unb bie« ijl na% §. 37. % 2. bem ©liebe u 1+m ßlei<$. <£* wirb alfo 

toirfli$ f x = Uj +m , fo toie man x = «+mh nimmt, toie foW&e* ton 

btt gunftion f x wlanflt tonrbe; nnb benufei man 1+m ©lieber ber Steige 

«i/ u a/ u 8 , •••, fo tyat bie m** Dijfefenj-9tei$e no$ ein tinfati ©lieb, 
alfo iß m ber fitögeffr 2Der$, ben a erhalten Famt, unb bie ßaitje gunf* 
Hon f m , tottyt man anf biefem SBege eityiUt, ifl bajer bom mfc» ©rabe. 

VIII. 16 
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2) x m i h +(x-4.h) m i h 4<x-f 2h)»l h -t- ... -Kx+(ii-l)h]«l h 



(m+l)h 

3) x m i-"-Kx+h)>»i-M-(x+2h) , ai-''H K*+(n-l >!f*-* 

_ (x+nh)"-*- 1 !- 11 — x"-*-'!- 1 » 

»erat nur (in 2. unb 3.) m »*fifh> ober negativ aanj ober 
9htB ift 

gut bie Summe von n SMnomiaUÄoefftjienten ftnbet ft$, 
för Jx = h = i, 

4) x„+(x+l) in +(x+2)m+ •;• +(x+n-l) m 

= (X-4-n)m+.l — Xnv4-i. 

getnet ftnbet ftdj 

' 5) Cbix+CM(x+h)+d>*(x+2h)+ ... +ÖM(x-Kn— l)h) 

5minh«Ci)*(x-K(n-l)h)^ 

6) ^»x-hSm(x+h)-{-5m(x+2h)H }-Ä«tt(x-Kn-l)h) 

Sm inh • Sin (x-K(n- 1 )h) 

(Sben fo fmbeh ftd) nodj bie ©ummen fefyv vieler enblufcer 9lei* 
fyen, namenilidj audj ber ftgurirten Steigen (roeldje wir gu Situ 
fang be« II. 2fy biefe* SBerfe« auf anberem unb mbireften SBege 
bereite gefunben Ijaben) bireft. 

Slnmerf. ÜKan fann auü) folgenbe Setradjttmg atißetfot. 
Sejeidpnet man namlidj, wenn f z baä allgemeine ©lieb einer 
$etyc iß, bie Summe ber etften z ©lieber bur<$ s Kf fo 
fyat man 

1) fo+f.+f*+ ••• +t-i Ä ^ 

unb bemna# au<$ 

2) f«+ri+f2+ - -H = «Wi, 

folglich s z +i-s z =* f a 
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b* fy. d%i = f z für ^z = 1; 

unb 

3) s z = 3Fz+C für Ji = 1 , 

wo C eine ju bejiimmenbe Äonfiante ift, tt>el#e baraud be* 
fHmmt toirb^bafi s z für z = 1 in f übergeben muji. 

2?on tiefem Stefultate 3. au« fann man aber au$ lieber 
bie obige formet (©) erhalten. !Denft man ft# nfimlf($ unter 
f m in 9t. 1. ben SBeril) ber gunftfon f x fcorgejiellt, wenn 
x-fmh fiatt x gefefct wirb, fo baß f (in 9t. 1.) bie gurrt* 
tion f x felber bebeutet, — fo ifi s z bie Summt bet z 
©lieber jur Sinfen in ber obigen gormel (0). SMe 91. 3. gtebt 
aber iefct • 

s« « «2fx+«h+C für Jz = 1 / 
alfo and) 

4) * = P&WfC ffir Jx = h, 

tt>eil x+nh um baffelbe h xoäfyfi, ob n in n+1, ober 
x in x+h übergebt, ©efct man nun fyier z = 1, fo geljt 
s B in ba« erjie ©lieb f ber ffietye 1.) b. f). in bie gimftion 
f x aber, unb man tyat 

5) fx = [^fxt+h+C 

»A^renb [2f x ]x+h = 2f x +J(2f x ) b. f). 2f x +U 
ifi, fo bafi bie 5.) in 

6) = 2fx+C 

übergebt. jjjUyt man nun bie 6.) &on ber 4.) ab, unb fefct 
man no<$ z = n, fo l)at man genau ttieber bie obige 

gormel (0). 

« 

. §• 83: 

$at man aber bie ©umme von ri ©liebem einer Steige ge# 
fimben, unb giebt biefe ©umme no<$ einen im Äalful juldffigen 
8lu*bru<f , fo wie n = od gefefci wirb, alfo m#tt Unenblify 

16* 
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©rojfc*, nickte Unbefümmte* (unb audj feine ber formen -^, 

logQt 0°, u. bgl., toad jebodj Ijiet olpiebief; nid)t ftottfinben 
famt), fo ^at man juflleid) audj bie Summe berfetben Steige 
t>on unenblidj^ielen ©Hebern, alfo bie Summe einet unenbli$en 
Steige gefunben. 

Ääfyere* nod) im „Sefytbudj ber gef. fyol). SRaty. in jioei 
93b." II. 33b. pag. 237 seqq. 
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Siebente* Äapitel. 

Zfytoxit ber ttUttenf<$»6tfHmmU» 3nUfltaU. 

8. 84 

xßcnn ni<fyt beß&nbig jtoet ganj verfctyiebene Segriffe mit ein* 
anbei verwet^felt werben f ollen , fo muf man fte aud) in ber 
Sejeid&mmg (unb Senennung) von einander unterföeiben. 

Sir unterfctyeiben baljer in ber ftolge fc^r forgfÄltig von 
efncmber 

1) ba« altgemein*beftlmmte 3>ntegral r f-dx von 

2) bem numertfc^befHmmten 3ntegral /" b f-dx. 

2Bir verfielen von nun an unter bem elfteren bie 2)ifferen$ 
q> h —<P % ber beiben SBertfye von qo x = /f-dx, für x = b 

unb für x = a genommen; tvafyrenb n>tv unter bem leiteten 
bie (Summe ber unenblid) fielen unenblidj kleinen ^Jtobufte und 
benfen, wel$e alle ben gemeinfd&aftlid)en unenblicfcßeinen gaftor 

b— a 

dx = fyaben, tvo n pofttiv ganj unb unenbltd)*grofi ge* 

bac$t wirb , — tväfyrenb ber erfie gaftor in allen biefen *ßro* 
buften bur# bie SBertlje von f x gebilbet wirb, für aHe um 

b— a 

ba* UnenblicfcÄleme dx = ftdj Änbernbe 3Bertl)e von 

x genommen, welche bur<$ a, a+dx, a+2dx, a+3dx, k. k. 
a+(n— l)dx (ober b— dx) au*gebrä<ft flnb. 

©inb bie ©renjen biefe* numerif^^beflimmten integrale 

/ b f.dx reell, fo ift dx ftet* ipofitiv, wenn b>a, ba* 



248 2#eor. b. ttttmer.*befKmmt Sttt. Aap. VII §. 84. 

gegen Pete negativ, tt>etm b<a ifl. — 3fr eine ber ©rengen 

a unb b, ober iß iebe berfelben imaginär unb von ber ftorm 

p+q*i, fo ifl dx in ber Siegel au<$ imaginär, aber bodj 

ftetd unenblidjMflein, b. $. von bet gönn r^CbiqfH-i^ÄViqp)^ 

1 *) 
ober r = — '. 

CO 

ttebrigend nennen tvir von nun an bad numerifö'beftimmte 
Sntegral, immer nur f<$le#tl)fn bad befHmmte, untertreiben 

alfo nur gtviföen bem befUmmten integral / b f»dx (f$le$t* 

tyin) unb bem allgemeiitsbefHmmten f f*dx. 

SB&fyrenb alfo /^f«dx ein O^erationftjei^en ijt, ivel<$e* 

bie Steige ber Operationen (unb ben baburdj hervorgebrachten 
Shröbrucf) angefgt, bie mit f x vorgenommen werben muffen, 
mn nadj unb ttac^ q> x unb g> b — 9> a gu erhalten , — brütft 

y* b /*dx Hof au&, baf eine Summe von unenblWfcvielen mu 



*) Wan fann an$ no# einen anbern Segrijf be6 nnmerifc)*br{riittmiett 
Sntegral* /* f*dx steiften imaginären ©rengen auffeilen, toetm 

man n&mlity barunter bie ©umme ber nnenblt^bielen unenb!i$*neinen 9>ro- 
bnlte f*dx *erfre$t, toe!d)e erhalten »erben, toenn man x = z-Hp.i 
fefct nnb unter <p eine gang beliebige Sunftion if z bon z fi$ benfr, 

Jebo<$ ber Sebingung unterworfen, baf 

q> m = ß toirb ffir z = c, 

nnb ¥> B = <* feto flw z = y, 

lotyrenb ftatt z fetofl na$ nnb na$ alle bnr$ et, a+dz, a+2dz, a+3dz, 
a-h(n-l)dz auSgebrurften SBertye gefefct gebaut »erben, babet aber 



••• 



dz = *— . unb n pojttfo unb uttenbli<$'grog genommen toirb. 

Sei einer anberen (Gelegenheit tooflen toir einige batyin begfigltye Unter* 
futynngen mitteilen nnb frier nnr no$ b enterten, baf ber obige Segriff bt* 
Serted in bem frier fo ihm aufgefeilten anefr formell enthalten iß, toenn man 

Vs =^-.z nimm. 



VVHH 

\ 
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enbli#4leinen ©ummanben aorfyanben ifl, ofync baf ba* 3ei^en 
juglei$ angiebt, wie folcfye Summe aufgewertet werben fömte. 
3n ben itac$folgenben Paragraphen fefcen wir immer }u* 
nä<$fi nur reelle ©renjen aoraud, wenn nid&t au*brücfli$ bad 
©egentyetl gefagt wirb. 



®a$ befiimmte 3ntcgral / b f*dx fyat allemal einen be* 



8. 83. 

bi 
ft 

fHmmten enblt<$en aßertl), fo oft fc für feinen ber SBertfye 
t>on x, t>on x = a an bi* x = b fyin, fein ©afetyn 

unterbricht (b. i). ni$t eine im Äalful unjulaffige $orm -~ f 

logO, k. in {1$ aufnimmt) unb a unb b enblid) finb. 

SJeweiö. Stimmt f* für äße SBerttye t>on x, t)on x = a 
an bid ju x = b t>in, lauter reelle SBertye an, unb iji 6 
ber gröfjejle, fo wie K ber fleinße berfelben, fo iji, wenn 

b— a 

— - = dx unb n jwar unenbltdfcgrof aber bie Slnjatyl aller 

ju fummirenben SBertye &on f x *dx iß, — offenbar 
/ b f.dx<nX6*dx unb >nXK-dx 

b. 1). <G(b-a) unb >K(b-a), 
weil n»dx = b— a iji} unb eS liegt alfo bie ©umme / b f-dx 

jwifctyen tiefen reellen enblidjen unb beftimmten ©renjen, ifi alfo 
felber enbli<$ unb reell*). 



*) ©äre b-a nnenbluHwfb alfo b allein ober a allein (pofftto 
ober negativ aber an |i$) unenbltfjt'groß, ober toaren beibe ©renjen nnenb» 
IMHpoß mit enigegengefe(tem SBorjeic^cn (fo ba$ b-a nic)t unbejrunnü, 

fonbetn entföieben unenbli$»g"ß würbe) — fo toart bte ©nnune f f • dx, 

bem Obigen jufolge, notytoenbig ebenfalls nnenbltej-grog, toenn nu$t K b. (. 
ber fleinfie ber SBertye »on f x , nnenbli^Hein iji. - 3ft aber K b. b- ber 

fleinfie ber ©ertye »on f x , nnenblu$»flefn, fo muffen bo# au$ no$ ox* 
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i 

<Stnto aber bie Sßertfye t>on f x ntdjt alle reell, fonbern 
reell ober imaginär, aber t>on ber gorm P+Q-i, fo iß 

/• b f.dx = ^P.dx+i.^O-dx 

•'s 

n>o -£P*dx bte ©umme aller reellen Steile, bagegen i^CMx 
bie Summe aßet imaginären Steile enthalt. 3fi nun G ber 
grofite unb K ber Heinfle aller SBertfye P, unb ijl G l ber 
größte unb K t ber Heinfle aller 9Bertye t>on Q, fo ift wie; 
berum bie aud n ©liebem beftetyenbe Summe -IP-dx }tirif$en 
ben ©renjen nXG • dx b. fy. Gxn • dx b. 1). G • (b— a) unb 
nxK*dx b. I). K(b— a), tt>al)renb au* bemfelben ©runbe 
2Q.dx jttifc&en ben ©renjen G^b-a) unb K,(b-a) Hegt; 

alfo liegt bet reelle $3>eü t>on / b f«dx für jtdj, wie au$ 

ber Äoefitjfeni t>on i im imaginären Sfyeil für fidj, jn>tf$en 
beßimmten entließen reellen ©renjen. 

Die SBert^e P unb tonnen audj unßetlg fetyn*). 



bete Sebingnttgtn erfüllt feyn, toentt f f»dx einen cnbligcn $Bcr$ fabe« 

foU (<3. §. 91.). 

*) ftefrnen totr beiftielstoeife 

unb b>c'>c>a, fo (at man föt {eben 2Dcrfl(j bon x, 

ber jtoiföett a unb c liegt, P = 3x*-2x unb 

Q = y©_x+|/C— x; bagegen $at man für alle 2Ber$e bon x, toetyr 
jttiföcn c unb & liegen, 



P = 3x a -2x+i/x-c unb Q = VC-x; 
fnMt<$ iß für alle SBertye bon x , xotlty jtoif<$en C wtb b liegen 



P = 3x 9 +2x+i/x =: c + yx-c' nnb Q = 0. 

$n$ biefem 93cif|>ieXc ge&t alfo (erbot, feie bie Söertye P berf$iebenen 
gnnftionen bon x angelten tönnen nnb tote bajfelbe mit ben SBettyen Q 
ber gatt ijl; bie ffierfte P nnb Q ftnb &ier in birfan »eifoiele (an ge* 
getoiffen ©tdfctt) bilcontinuirltty (unjletig, ni$t fletig). 
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2)a« befummle 3ntegta! / b f.dx, fo oft cd einen be 



/ f. 86. 

»bi 

a 

ftimmten enblt^en 3Bettl) §at f ifl allemal bem allgemein* 
beflimmten 3nfegtale y f»dx gleidfr, b. ty. ba* leitete trieft 

biefen beflimmten enblidjen SBettl) bet etjleten ©umme an«*). 

93ett>ei«. 5>enn e« ifl na<# bem Satylot'föen Sefytfafce, 
wenn /fx-dx = g> x , alfo <p x fo gebadjit ifl, baf 8g> x = f x , 
alfo au<$ 8*g> x = 8f x , k. k. ifl, 

1) y*f*-9P* = fx-b+^»fx-h a +-~8*fx-h 3 +^Ö 3 f x .h ft +.... 

(j) ^ 
f= * 

U)o n = od) flott h, gleichseitig aber nadj unb nad) 
a, a+dx, a+2dx, ic., julefct a+(n— l)dx (obet b— dx) 
flatt x, unb abbitt man alle biefe n (Steigungen, fo et* 
t)ält man 

2) y b -9> a = / b f x *dx+^/ b Öf x .dx*+i/ b Ö» f x . dx»+ ... 



a a a 

►bovj» j_* /.b ( 

a 



wenn /°8f x .dx*, / D 8*f x .dx 3 , tc. ic. ebenfaß« bic (Summe 

a a 

aKet (n) unenbli<fc&telen, bejfiglidji but# 8f x .dx a , 8*f x .dx 3 , 
ic. jc. fcotgejlellten ©liebet begeidjnen. £at nun f\*Ax 

einen beflimmten enblidjen SEBettl), fo ftnb bie folgenben ©liebet 



*) $* toaxt aber fe$r nnrftyig, toenn man bar aus, baß f f*dx 

»'b-f-a 

einen beßimmten SEBerty $at, fc^Heßm tooWe, baß nun au$ bie (Summe 

/• f.dx tiefen SBerty ^akn muffe, eben fo toie man au« bem Umßattfe, 
y a 

& a ß rr— etnen.bejKmmren enblUJen SBern) (iat f $. SB. für x = 2, ntcät 

i+x 

folgern tonn, baß b(e nnenbltcje 9teu)e l-x+x»-x 3 + in inf. für x = 2 

benfelben Söerty ^abm muffe, oBglei^ ber 3Bert& ber ledern, toenn er 

1 
erifHrt, bem SBertye »on y— ^ allemal gleich tjh 
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ber JRetye re<$t* unenbli$*8ein (im SUIgemeinen bejügltd) von 
ber 1*», 2*", w. ic. Drbnung), ba felbjl bann, toerai ö&, 

8*fx , ic für irgenb einen 3torffd)«ttoertI> wn x bie gönn -^ 

annehmen fottten, bie gebrochene $oten) dx* an bie ©teile 
t>on dx\ dx*, ic. fommen toürbe, toätyrenb ju>1 fe^n 
müfjte («gl GyfL b. SRaty. IV. 3$- §§. 100. 101.). 

SBeil aber ber Sludbrud jur ?infen, nämli<$ g>\>— q>*, ber 
gemachten 93orau*fefrung infolge eben bad iß, toa* wir fketd 
burdj / f-dx bejeicfyten, fo ift bet ©aft ertoiefen. 

9tadj biefem ©weife gilt ju gleichet 3dt betfelbe 6afc, e6 
mag b— a enbli<$ ober unenblicfcgrof* fe^n, toerai nur bie 9e* 

bingung erfüllt iß, baf / b f*dx rolrflicfc einen befttmmten 

enbli$en SBerty tytt, (toa* aber nidjt aöemal baran erfannt 
»erben fann, baf J f«dx einen befttmmten enbli<$en SBerty 

annimmt) unb wenn nur dx unenblic^ allein gebaut ift, toe& 

b— a 

tyolb, toemt b— a = m = cd ifi, bann (in dx = be£* 

Berater) n oon ber gorm m tt gebadjt werben muf, n>o 
fi>l ijl*) 

$. 87. 

Der Setoeid biefe* Safte* fu^rt ju bemfelben 3iele, toenn 
man ben Segriff be* befümmten 3ntegratö babin verallgemeinert, 



*) Verfolgt man tiefen 33etoete mtt Sfafinerffamfett, fo erfennt man 
Mb, bafl er aaty bann no$ gilt/ toemt bie ©renken a unb b imaginär 

ffob (too dx fron ber gerat e^.dr b. |>. (€b*4>+i*5ftiv)*dr 
fevn toirb), toenn nur »orjrr naeftgetoiefen ift, bat f h t*dx toirflty einen 

bejKmmien SBerty &at, toeil bann bie folgerten ©lieber ber ffietye 2.) immer 
unenblUHlein fa* »erben, unb bie imaginären Unenblitf -Äleinen gegen 
ba$ <£nbli$e unb gegen bie ttnenblü$-Äletaen ber nieberern Orbnungen eben 
fo oerftfyoinben toie bie reellen (©. tftnleitg. §. 17. u. §. 18.). 
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baf man unter f\*ü* W* ©urnmc 

fa-e 1 +fa^ I «C a +fa^ 1 H^«fi3+fa+« 1 4^-H3»€ 4 + ••• +fb-t n »*n 

fl<$ benft, wo bie Slnjaljl ber ©ummanben =n unb n unenb* 
licfcgrofi gebaut ifi, n>o e lf e %f — e n , bie n, Jefcfr einanber 
unglridj gebauten 2Bertt)e fcon dx unb fo jlnb, bafl 
a-|-« l +««+ fi 8+ ••• +*n = b iji, unb tt>emt babei alle ^>ofltit> 
gebaut jinb, fo oft b>a, unb alle negatto, fo oft b<a tfi, — 
Stau mufi nur bann in ber ©leictyung 1. be« §. 86. ftott h 
nadj unb nad) «,, e if e Zf e„ ... e n , gleid)jeitig aber 
jiatt x bejüglidj a, a+e,, *+* l +e % , *+*i+e*-\-*9, k. k. 
fubjHtuiren, gulefct aber alle n ©leidbungen voieberum abbiren. 

2)iefer lefctere Segriff son / b f.dx füt)rt alfo gu bem* 

a 

fetben SBertye / f # d«f wenn ba$ beftimmte integral über* 

fyavopt einen SBertl) fyat; toeÄfyalb toir in ber gtolge in ber Summe 
y b f.dx ben gaftor dx, b. $. bie 3woa$fe ber SBertlje *on 

x beliebig einanber gleich ober einanber ungleid) un6 benfen, 
nur allemal unenblidj^lein *). 

(g$ ift alfo auety für tiefen allgemeineren Segriff bed be* 
ftimmten 3ntegral8 bod) no# allemal 

(0)- /***•**=>£ t*dx, 

»erat nur bie Summe jur ?infen voirflicfy einen SBertl) f)at, xoiA 
vorder immer onbenoeitig entfetyteben werben mufi unb nid)t 
mittelß biefer ©lei^ung (0) entfetteten »erben !ann. 

Slnmerfg. 2)a, wenn /f«dx = q> x gefunben roorben, 
g> x trielbeutig fe^n fann, wäfyrenb f x einbeutig ift (j. 33. 



*) <E$ »erben aber j. 33. bie SBertye Don dx allemal unettbltdHlein 
unb einanber unglef^, toenn x no$ eine Sunftion y t »on t ifl, unb 

bie anf einanber folgenben gBertye uon x au* y t für bie anf einanber 

folgenben unb um betvf an flaut öeba^ten unenbli<$* flehten SBertl) dt tum 
einanber »ergebenen 5B3ertt)e »on t, (erttorgetyen. 
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/— dx = &#x), fo folgt, bafj feie aoTjiefyenbe ©lei<#ung (0) 

eine umwHfommene fe^n fann, fo baf in ben Sbtwenbungen, 
&on ben mehreren SBertben »on g>*— y A erji bet re#te, bet 
bie beftimmte ©umme }ur Shtfen auäbrücft, no<$ t>etau$gefu#t 

werben mufj (6. b. IX. 2^. b. 6. £aj>. XI.). 

< 

$. 88. 

6mt> a, b, c beliebig teefl (oket imagmät), fo folgt 
(unmittcftat au« ben $. 85. u. 8. 87.) : 

1) / b f«dx = -/f.dx, 

a b 

weillinfö dx = — , rec$» aber dx = — = -— ift; 

n ' ^ n n T 7 



2) / c f-dx =/ b f.dx+/ c f.dx, 

weil 9>c— y» = (9b— ya)+(g>c-yb) ift. 

3) $at man f_ x = f x , fo ift allemal 

/ +a f.dx = 2/ a f.dx, 

weil bie ©umme jur Jlnfen lauter ©ummanben Ijat, bie paar* 
weife (nämU<# f_ p .dx unb f+ P *dx) einanber gletd^ finb. 

4) 3p aber f_ x = -f x , fo i{i allemal 

/+ a f.dx = 0, 

weil bie Summe je gweier ©ummanben (bie &on f • dx gleidfc 
weit abliegen) ftd) allemal aufgebt, 
gerner ift allemal 

5) / b f x .dx=/ b ^f x+c .dx, alfo au$ = A^fx+a-dx; 

•^ a a— c ** 

b— a 
beim HnW ift dx = unb re$t* wirb dx eben fo; 

tmb linfe nimmt ber erfte gaftor f x (beö *ßrobufte t-dx) 
nadj unb na$ bie Sßertfye f ft , fa+tx, fa+Mx, ic k. an, 
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unb bie* tft rec$t6 mit bem goftot t+e gerabe berfelbe gall, 
weil nun jlatt x nad) unb nadj a— c, a— c+dx, a— c+2-dx, 
k. k. gefefct werben. 

2lu<$ !)at mon no<$, wenn C na$ x fonjtont iji: 

6) /^Ct-dx = C/^-dx, 

^a ^a 

»eil linfc bet fonfiant gebaute gaftor C ein, allen einzelnen 
©ummanben bev ©umme gemeinföaftltdjer gaftor ifi, ber red)W 
tyerau*gefefct ft$ fiefyt. — 3ulefct ijl no<$ 

7) / b (t ± F x ) -dx « / b f x . dx=b/ b F x • dx, 

a a a 

weil ed einerlei iß, in welcher Drbmmg man abbirt. 

§. 89, £el>rfä$e. 

1) SBenn a unb b reell jinb, unb aud} «jp» unb V* 
*on x = a an bis x = b fytn reelle SBertfye fyaben, wenn 
aber bie SBertye von V* in biefem 3tt>if#enraume ifyr SBor* 
geilen nic^t änbern, fo ift allemal 

(0)— yV*-Vx*dx = g>|-/V*-dx, 



a a 



wo £ innerhalb ber ©renjen a unb b liegt, fo baf man 
§ = a +fl(b— a) nehmen fann, wo $ un&efannt (unbejtimmt) 
iji, aber jwifdjen unb 1 liegt 

Denn, ftnb G unb K bie graten unb fletnflen SBertye »on y x in 

bem gebt$ten 3t»iföfnraume, fo tfl für {eben ber gebauten SStartye oon x 
gtoffäen a unb b, toenn erffrn$ \p x flrt^ pofitiö bleibt, 

<fs ~ G # ölfo au$ Vx'V'x ~ ^•V'x 
unb ~" 

<fr > K, olfo <m$ y x .t/; x > K»i// X . 

Dcnft nton (?4) nun fiatt x in Hefen Ungleichungen na$ unb naty aüe 
gBertye gefeit bie }toif$en a unb b liegen, unb jebe 9teü)e bfefer Ungleic^m* 
gen abbirt, fa folgt bie Behauptung. — Analoge*, toenn v> x ftet* negotii) bleibt. 

2) ©efrt man fyier, wäfyrenb bie SJoraudfefcungen ber 9?. 1. 
bleiben foUen, 1 fiatt \f> f fo erhalt man 
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'• J g>»dx == q>f(b— a) = g>a+e-(b-a)X(b— a) f 

a. 

wo jwiföen unb 1 liegt (Sgl. 8. 85.). 

©efct man (in ©) (x— y)*g>x ftatt g> x , unb — — fiatt 
Vx, fo erhält man 

wo § unbeßimmt iß, aber jwifdjm a unb b liegt (fo bafi 
man £ = a-f-0(b— a) nehmen fann, wo jwifd&en unb 1 

liegt), weint nur bie Sebingung erfaßt iji, bafi bie gunftion 

1 

^x b. fy. , ober x— y *on x = a an WS ju x = b 

x y 

tyin, ifyr SSorjei^en ni$t änbert, b. f). alfo, wenn y ntdjt 
jwifctyen a unb b liegt. 

©efct man (in 0) (x— y>*«g> x ftatt <p x unb (x— y)~* 
flatt ip x , fo wirb unter ber SBorauSfefcung, baf x— y jiett 
pofith) bleibt, 



III 



wenn unter | ein (unbefannter) SBertfy jwifdjen a unb b 
»erftonben wirb. 

Sleibt bagegen x— y fieW negativ, fo ift 

wobei bie 5ßotenjen jiet« ifyre ^oftttom äBertye ttorfMHen, wälj* 
renb £ unbefannt iji, aber jwifäen a unb b liegt. 

©efrt man (in 0) x.g> x Patt <p x , unb — flatt Vfc, fo 

ergiebt ftö) nodj 

V. f h q>*Ax = §»q>^L — , 

a * a 

wo § einen (unbefannten) ffiert^ jwipen a unb b toorfieUt, 
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todl)renb baSmal bie ©rengen a unb b beibe pofttto ober bette 
negativ vorauSgefefct werten muffen, bamit t>te 93orau$fefcung 

erfüllt ift f baf ^ x b. ty. — , »on x = a an WS x = b 

l)in fein SBorgetdjen ni<$t änbert. (2)affelbe erhält man natürlich 
au* IL, wenn man y = fefct.) 

©efct man enblid) (in 0) x?*q> x fkatt q> x unb x~* fiatt 
V*, fo erhalt man, wenn a unb b beibe pofith) finb, 

VI. /V.dx^^.^.f-^ -^-], 

wo £ einen (unbefannten) SBertlj gwif^en a unb b sorfieUt, 
wal)renb bie *ßotengen ebenfalls ityre pofitteen SBett^e bebeuten. 
(2>ie$ ifi ber <5afc III. für y = 0). 

SIBer biefer <5d$e bebient man ft# aber, um nötigenfalls 
burd) fte ©renjen gu erhalten, gwifctyen wehren bie SBertlje ber 
bejitmmten 3ntegrale notl)wenbig eingefctyloffen fetyn muffen. 

8. 90. 

3ft a eine reelle 3^1 unb ftnb k, f k„ k 3 , k 4 , je 
lauter reelle unb wa$fenbe Sßertfye, fo baf 
k^a, k 2 — k u k 3 — k s , k 4 — k„ in inf. enblidj unb pofttto 
ftnb, fo ifi (nad? %. 84. unb 8. 88.), 

1) /*f*dx =/ k, f« dx+/ ka f •dx+/ K3 f.dx+/ k4 f.dx+ininf., 

a a ki k^ k 3 

fo oft nur äße Sntqjrale befitmmte SBertfye fyaben. 

3fi nun bie numerifäe Steige gur Siebten eine consergente, 
fo ifi tyr SÖertl) notywenbig guglei<$ ber SBertlj ber Summe 
gur Linien unb wir nennen bann ba$ befiimmte Sntegral 

f*f*Ax ein conttergented. 

3ft aber bie Steige gur Siebten btoergent, obgleidfc au« lau* 
ter enblidjen, befiimmten reellen ober imaginären ©liebem be* 
fiefyenb, alfo numerifö, — fo ifi ber SBerty be* Sntegral« gur 
?infen reell ober imaginär, aber unenblitfcgrojj ober unbefiimmt, 

VIII. 17 
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tmb wir neraten tarnt ba« beflimmte integral f f-dx ein 

a 

bivergenteS. 

(Snbli$ fann aud) ber gall eintreten , bajü ni<$t aOe ©liebet 
bet Steige jur Siebten wirfli<$e enblt$e beflimmte (reelle ober 
imaginäre) SBertfye fyaben, weil f x für einen 3wifc$enwertl> 
von x it)t 3)afetyn unterbricht (b. fy. eine im Äalful unjuläfftge 

gorm -^ f %O f k. ic. in ft$ aufnimmt); bann nennen 

wir biefe beftimmten integrale jur Siebten f bei benen folc^eö 
fiatt finbet, unb auti) ba* beflimmte 3ntegral /"f-dx jur 

a 

8infen, unterbrochene Sittegrale*), unb von itynen, wie von 
ben btoergenten ift nid^t weiter bie 9tebe. 

UebrigenS fann man (nadj $. 88. ». 5.) bie ©!ei$ung 1.) 
au$ fo treiben 

2) /•f-dx =/ k 'f . dx+/ ka - k| f x+kl . dx+/ k8 - ka f x +vd x + i n »"'• 

a •'a 

wobur$ bie Steige jur 9te$ten wweränbert bleibt. 

SBir wollen bie* alle« nod) bur# einige Seifyiele erörtern. 

@o iß /•"Coix.dx bibergent, »eil bie unenbltye Steige 
f* lr CotX'üx+ f Tr Cosx*dx+ f* ir Cosx.dx+ in inf. = 

b. $. = 1 - 1 + 1 - in inf. 

bfoergent i% 

Da« Sntegral /* &Vt(x 9 )«dx giebt bagegen, feenn »tan 

k /» = VC"») nimmt, bie »nenbltye SRetye 



*) Rubere ©(JtifijWffer nennen au* biefe leiteten beflimmte» Sntegrale 
biberoente, fotop^l fcemt tyre ®renjen enb1t$ af* au* toenn ftc nnenblic^ 
gro§ ftnb. 
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f*Sim(x*).äx = /• l/,r &'ii(x > ).dx+ r l/( * r) Äfli(x 1 ).dx 

^0 ^0 J Vn 



+ r v/(a,r) 5i»(x 9 ).dx+ in inf., 

in *el$cx 9tei&e bie einzelnen ©lieber offenbar abtoed&felitbe gtarietyets 
daorn *) nnb babei beflbalb immer Heiner toerben, toeil ber Untcrfr^ieb ber 

©ren|en i/( 9 +\)n—'fin bcflo fleüter ttirh, Je großer man v nimmt, ja 
für v = od felbj* nnenblttfr -flein tofrb, fo bafj bte ©Hebet brr ffietye im 
Unenblicjen felbp unenblt^nein toerben **) (@. §. 26.). 



*) €* tft namli<$ &»z bon z = pn an bf* z = (p+l)* $in, 
enttoeber immerfort pofiti» (toenn fi gerabe) ober immerfort nt$ati» (wenn 
ja nngerabe). 

dz 

**) ©e$t man $ier x 1 = z, alfo x = j/z unb dx = \-r , fo ifi 

Äit(x»).dx = 4^?.dz; 

itnb ba für x = au$ z = 0, unb für x = od au<$ z = ao tofrb, 
fo $at man no$ 

1) S"sü,(x*).äx = l/^-fc- 

tlnterfu$t man nnn bte £on»ergenj be* 3ntegral* §ur fftttytn na$ unferem 
äennieigen nnb fefct man ju bem $nbe k„ = w, fo erhalt man 

9 x /•«Siitz , r n Sinz* , f^Sinz , , r 8ir Sinz . . . . # 

2) / ■^• dz %Tr'K Tz- d8+ / 2w -vr- dE+,ninf - 

unb biefe 9Wbe bat ©lieber mit abtoeebfetaben JBorjeicJen (toeil 5iitz *on 
z = bte z = 7i ftet* )>o|itto, *on z = ?i bi* z - 2n flete nega- 
tiö, von z = 2t* bte z = 3/r toiebernm jtei* pofiti», n. f. to. f. ift), 
»afcrenb bie Kenner Vz ßetd toacjjfen, alfo bie einzelnen ©Heber berfflefye 

Pete abnehmen; folgliej ifl bie 0*etye nnb mit tyr ba* 3ntegral f^ Sinz i ^ z 

J o Vz 

conbergent. 

dz 
8u$ ber ©Ieiejung dx = i — , ober dz = 2x.dx, f^eint für 

z = — , ober für x = qd ber 28iberfj>ruc$ (erooriugeften, bag dx 

ao 

ober dz ni$t ftet* unenbK<HIefo fetten, toenigßen* ni$t an ben ©renken, 

1 

toä$renb man bie ©renje immer mit ber ©renje — »ertoecjfeto tann, 

17* 
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*. 91. 
2)a3 (numerifc$*) befiimmte Sntegral /*f*dx ifl allemal 

a 

{com>ergentl xomn | oI( ^ e g nic ^ t JU tm un tctbto($enen ge* 
bfoergent J 
fyort, fobalb bie unenblt<$e Steige 

1) ^c+fc-i-h+fc-i-2h+fc+8h+fc-Mh+ in inf. 

Jconfcergentl ^ ntyxttü c beliebig reell unb h beliebig poftti» 
Ibtoergent J 

gebaut finb, fo lange nur bie Sßertfye fcon f x , für bie 

n> # a<$fenben Sßertfye t>on x (*on einem gewijfen SQBett^e ab) 

immer fleiner unb julefct unenblic$*Ilein »erben unb 

immer pofttifc (ober immer negatfo) bleiben. 

©et» ei*. SBtrb namU$ f x »on x = p an M* x = q $tn, — 

toaforenb q>p, ^^ = dx uttb y ttnenblkHjwf* gebaut toitb, — 
|Jer* pojftfo aber fiel* Heiner, fo ift f p ber ßrögefre unb f q ber flernfle 

brr SBertye *on f x , unb batet iß (na* §. 85.) bie ©nmme /• f • dx 

<( < i-p)- f p' «*« >(q-pW q . 

3ß bafyer c+i"h = b ein fol<$er SBertl) »on x, t>on 
welkem ab f x fleW Heiner wirb unb pojttto bleibt, xotnn x 
jlett tt>ä$fi, fo ift na<$ bem fo eim ©eierten 



/^f.dXKCfb-h 


unb 


>fb + h - hf 


f^t-dx <cfw h 

•'b+h 


unb 


> fi)+2h • h f 


/ b+8h f x .dx<f b+2h .h 


unb 


> fb+8h • h , 


u. f. tt>. f. in inf. 







»eil bei brn beßimmten 3niegralen immer nur »on numeriföen SBertyen bie 
9fcbe iß. 3nbem man aber dx = -jp nimmt, fann man n immer »on 
ber gotm a>* ft<$ benfen, ober »on ber gorm ccT , n?o /u>l iß. 
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Slbbirt man nun alle tiefe Ungleichungen unb nimmt man 
an, baf bie SRetye 

cowergent unb tyr SBerti) = s iji, fo finbet fid) 
y 00 f.dx<:s.h aber >(s— f b )«h, 



b 

b 



fo bafj alfo biefe* (numerifcfc) bejiimmte integral f f-dx nun 

b 

com>ergent iji, b. fy. einen befiimmten enblid^en äBertl) f)at — 
2>a nun wegen b = o-huh bie gießen 1.) unb 2.) gleicfc 
jeitfg confcetgent ftnb, unb eben fo bie bepimmten integrale 

/"(•dx unb /"{•dx, — in fo ferne leitete beiben um ba* 

c b 

bejiimmte 3ntegral / b f-dx (jwiföen enbli^en ©renjen) 

c 

&on einanber *erf$ieben finb r unb biefrt ber SBorauSfefcung ju* 
folge fein unterbrochene« iji, — fo iji ba* 33efyaiq>tete er* 
liefen *). 

©o i(t alfo ba* bejKmmie Sntegral 

iufre Sfcetye 

1 , 1 1 , . . . 

b* (b+h)» (b+2h) u 

ober (für b = h = 1) 

1,1,1,1,..- 

h "> inf 

1 M 2* 3* 4" 

CS? } •• * ""* bem " { m *> 1 1 * (nfl * * *■ * 2) 



*) 3m §. 27. 97. 2. »urbe bie Gowergen) einer u»enbU$ett ftetye, j>mi 
bem enbli$en SBertye eine* aUgemein»befHmmten 3ntegrato /" i//*dx 

abhängig gemac&t — $ier iß bie (Eonbergenj eine* n«merif$'bejHmmten 
Sntegral* von ber (Jonbergenj einer uwnbltyen 8tetye abhängig. 
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♦ 8. 92. 

Siegt c jtoifäen ben reellen SBertfyen a unb b, unb tfi 



f* = 



V« 



(x-c)* ' 

toäfyrenb ty % für alle SBBevt^c »on x, »on x = a an bis 
gtT x = b fyin, befiimmte SBertfye annimmt, — fo gehört ba6 
befiimmte integral 

^ä (x— c) B 

nur kann erji ju ben unterbrochenen (bie feinen SBertl) 

tyaben), tt>enn /u>l ifi; bagegen fyat baffelbe befiimmte 3nte* 

gral iebrtmal no$ einen befiimmten SBertl), fo oft fi<l iß, 
obgleich bie gunltion f« für einen SBertl) c toon x f ber 
jtoiföen a unb b liegt, il)r 2)afet;n unterbridjt; nur muf 
man (x— c)* jiet* al* eimoertfyig (einbeutig) ftd) benfen unb 
ttrir »ollen tyier jebeSmal ben einfachen SBertl) biefer *ßoten$ 
barunter toerjietyen (<5. (Smlettg. §. 6.). 

Setoei«. 1) 2)etm, ifi f x bie Drbinate PM, unb 
x = OP bie äbfcijfe einer Mutot, fo ifi f x «dx ber 3nl)aft 
bed an PH bi$t anliegenden (Streifen« &on ber ©rette dx 

unb £<tye f x , fo lange f x pefttto ifi; unb / q f-dx ifi bann 

p 

bie Summe aller Streifen, bie jnrifd&en ben ju ben 2lbfciffen 
x = p ;unb x =■ q gehörigen Drbinaten liegen, b. fy. ber 
3nl)alt einer t>on tiefen Drbinaten, fcon ber 3lbfciffen*2lye unb 
»on ber Äur*e begrenzen gldd^e, wenn nur f x t>on x = p 
an biö ju x = q Ijin fteW pofitfo ifi. 

2) 3)enft man fu§ nun OX unb OY fenfredjt auf ein* 
anber aW Äoorbinaten^jcen unb OA = a, OC = c unb 
OB = b; benft man ftd) ferner 

i 

J m 

(X-C)*~ 



-T» — 



Stap. VE §. 92. 3$»r. b. nutntvAtfimmt 3nt. 263 

al* We jut Slbfdffe x fletyßtige Drtinate y, fo wirb Me. 
©letctyung 

1 

y = » 

(x-c)» 
eine £u»e »otjfcUen, fceten einer 3weig DME W 




B\G 



auf OX (entwerte CG jut Sljfymptote Ijaben wirb (roeW&et 
tote &ut*e oljne @nt>e jidb, nähert, oljne je mit % jufammen* 
fallen ju fönnen). getnet ifi nun 

1 



/ 



(x-c) 



m 
n 



dx 



ber 3nl)alt fect gigut DMEBCG, welche jnnfdjen feet Slflfem^ 
tote CG wto feet Äim>e bi« in« Unenfelictye fyn jtd> etfteecft; 
imb e$ entfielt nun feie gtage, ob tiefet 3nfyalt ein enfelidjet 

ober unenfelicfcßtofj iß. Um feie« gu unterfu^en, jielje man EF 

1 

parallel mit BC, »dljvenfe BE = - = ß tefannt 

(b-c)»" 



- 1 
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ifl unb ünietfuty, ob ber Sntyalt DMEFG em entfielet ober 
unenbltd}*grof ifl. (Sefct man ab« für einen beliebigen *Pimft 
M ber £urt>e, ffir welken OP = x, PM = CO = y ff*, 

OM = z, fo tyat man z = x— c f alfo y = — , folglidj 

z"~ 

z = — unb no<$ 

3n^alt DMEFG = /•"z-dy = ^-V-dy; 

unb ba biefe«^3ntegral {* ^ m \ befiimmten Sßertl) §at, je naefc 

im ~5T {nic$7ilj *' f° fol9t ' * a * bct ^^ DMEFG ' 
alfo audj ber 3nljalt DMEBCG b. Ij. ba* bejiimmte integral 

3) ©efcen votr nun sun&d&fi t>orau$, bafj t// x Don x = c 
an bi* gu x = b #n flet« reell bleibe, fo ifl (na$ 8. 89. 
81.1.)/ *kn weil (x-c)* innerhalb ber ©rengwertfje von x 
flet« pofttto bleibt, 

r h rp* 9dx = ^ /» b 1 ,dx 

t/c (X— C/ T ^t/c (X— C>* 

wo £ jtoifdjen c unb b liegt, fo baß ^ einen beflimm* 

befiimmten enblid&en äBert^ , fobalb ber anbete gaftor 
f!l£=SF'** fem} Wen *** * at ' * * «*"" 



"U?ii} *■ 
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4) 5)a« befiimmte 3nteßral J (j ^y *d* Mft fldj 

(nac^ 8. 88. SR. 6.) umföreiben in * J] \ c -ly # dx * 

1 

3>a nun -■ _ * ftet* pofitto bleibt , unb ba • be*l)alb auf 

btefelbc SBeife »ie in 2) beroiefen werben fann, bafi auä) 

1 J* d*-xY >dx {feinen} be f* immtctt «*«*« ®«$ *<** i e 

! * l <1 ) ' 

nac^bem M .«. w ifi f fo fann auc§ »ieber w>ie in 3) 

gefolgert »erben, bafl audj / * «dx unb bann aud) 

J. \Z\r "** litten! *#■"*» *"* *"'' f< »«*""> 

5) Unb »eil nun 

«7 a (X— C)* e/a (X-C)** ^i/c (X-C)* 

iß, fo l)at au<$ ba$ Sntegral jur ginfen j! ?f!L( bejiimmten 

enblidjen SBertlj, je nadjbem ^L^ J ift, f» fange nur 

tp x t>on x = a bis x = b reell unb enblidj bleibt. 

6) 3fl enblic^ t/'x *on x = a an bi« x = b tyüt 
öon ber gorm P+Q«i, . »o P unb continuirli<$e ober 
bi$continuirlid&e äBertlje fe^n fonnen (6, bie SRote ju 8. 85. ) # 
fo ifi bodj immer bann 

weil i als ein gemeinf$aftli<$er gaftor aller ©lieber fyerauSge* 
rieft »erben fann, unb fo fyat alfo unfer beftimmte« Sntegral 
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auä) jefet no$ | ! ™J* | bejiimmten SBertl) , fe na$bem 

fi\ ./f j! iß, wenn au<$ bie gunftionen P x unb Q x an 

getotfien ©teilen ifyre gorm »erdnbern foHten. 

Slnmerfg. ©anj auf biefelbe SBeifc bevoeiji man aber, 
bafj / b % (x— c) • dx unb /Vx • log (x— c) • dx nodj ni<^t 

a a 

ju ben unterbrochenen Sntegralen geboren (bie feinen SBertlj 
fyaben), obgleich bie gunftton f x = %(x— c) ober 
f x = %p x .lofr(x—c) für x = c, weld&er SBertl) jungen 
ben reellen SBertfyen a unb b gebaut toirb, ifyr Dafei;n un* 

terbridjt. — 9Ran muf nur ßatt log(x-c) lieber — log — 

X"~~C 

(^reiben unb bann eine Äurse jt<# beulen , gegeben burd; bie 
©leidjung y = % , toeltye ju x— c = e-* ober 

X"~~C 

z = e-y füfyrt, ttdfyrenb /"e-^dy bedljalb con&ergent 1% 
»eil bie unenbli<$e Steige 

e -c - |. e -.(c+h)_|_ e -(c+2h)_J - . ... 

für jeben pojtttoen SBertl) Don h ju ben com>ergenten Steigen 
gebort *). 

S. 93. 

2)ie ©dfte be$ §. 92. unb Slnmerfg. fmb befonbere gaBe 
be6 folgenben allgemeineren ©afce$: 

Unterbricht eine gunftton f x für x = c, welker SBertl) 
jvoifdjen ben reellen SBertfyen a unb b liegt , tyr Ütafe^n (b. I). 



*) Daran*, baf ,/e-*.dy = -e-*, folg«* / 0i ^«"" r «dy = e"^, 

alfo enbli<$ iß, fann man befanntlty ni^t fo ©$ne 2Beüere* folgern, bafj 

y^e^y.dy dn conberöenie* Sntegral fe$ b. J>. einen bejKmmten cnMtyai 

ffierty (abe. 



'■» 
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1 

nimmt fte für x = c eine im Äatful unjulafftge gorm -tt, 

logO, k. k. in jid) auf), fo gebort ba$ beftimmte Sntegral 
f h &dx bod) no<$ nic$t ju ben unterbrochenen (bie feinen SBertfy 

a 

Ijaben), fo lange nod) f c= fc P .dx*dx unenblid)*Hein iji, waljrenb 
p beliebig aber enblid) gebaut wirb. 3n biefem gafle fyat ba$ 
Sntegral nodj einen bejiimmten enblidjen SBertf). 3ji aber 
fc=tp.dx*dx enblid) ober gar unenblicfcgrofj , fo gebort ba$ 3n* 

tegral /^f-dx ju ben unterbotenen , b. fy. e« l)at bann gar 

a 

feinen Sßertlj. 

93ewei$. 2)enft man ftd) « beliebig fleht, äuferji flein 
aber bejlimmt, alfo nod) md)t unenblid)* Hein , fo Iaft ftdj bodj 

y b f • dx jertegen in bie (Summe 

/• c ~'f.dx+ / c f.dx+/ c+8 f.dx+/ b f.dx, wobei man tfd) 

•^ a c— * c c-M 

e negatto benfen fann, wenn a>ob fetyn foHte. 2>a 
wir fcorauSfefcen, ba£ f x für feinen anberen SBertf) son 
x f ber jwiföen a unb b liegt, ifyr Dafetyn unterbricht, fo 
l)at baö erjie unb ba$ vierte biefer lefctem trier bejiimmten 3n* 
tegrale offenbar, jebeS für ftd), feinen beftimmten SBert^j e& 
fyanbelt fid) batjer nur nod) um bie beftimmten Sntegrale 

f c f.dx unb / c+i f.dx. 

c— * c 

3)enfen wir un$ nun e fo flein, baf fcon x = c— e 
an bi$ ju x = c— dx l)in ba$ $robuft f x -dx immer fort 
enbltcty, ober immerfort unenblidj*grofi bleibt, fo ijl jebeS ber 
beiben lefctern beftimmten 3ntegrale (weil dx in e noc§ immer 
unenblid) oft fteeft) bie Summe »on unenblid) bieten enblidjen 
ober unenbltcfcgrofi en SBertfyen , folglich felbft unenbli$*grofi ober 
(bei verriebenen 93orjeid)en) unbeftimmt. 3fi aber fc± P .dx-dx 
nodj unenblid)*flein, fo ifi ba$ beftimmte 3ntegral 

y c+ *f.dx = f c+9 .«.e (na# §. 89. 5«. 2. L), wo 6 jwifd)en 



. i 
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unb 1 liegt , wenn auäf unbejHmmt iß. SBeit aber tiefer 
SluSbrucf fc+^-« für e = dx unenblid^flein wirb unb für 
bie von dx an wadjfenben SBertlje t)on e ßetig nur ftdj 
änbert, fo lattn berfelbe Sluflbrud für ein beliebig Hein aber 
beftimmt gebadjte* «, nidjt uttenblt($*grof fetyn (bentt er mufj 
von ber gorm P»« m gebaut werben, wäfyrenb m pojttto ift, 
unb P ßet« enblid) bleibt). 

Daffelbe gilt 'offenbar auä) t>on bem anbem Sntegral 

f c f.dx. 

2llfo §at / b f • dx unter ber gemalten Sorauefe&ung (atö 

a 

bie Summe »on sier beßimmten SBertfyen) felbß nodj einen be* 
ßimmten SBerty *). 

Slnmerfg. SBir m&^m aber nodj einmal barauf aufmetf* 
fam matten, bafi f ' f-dx einen bejiimmten Sßertl) fyaben 

fann, wafyrenb / b f*dx feinen I)at. 

a 

^•dx (na<$ 8. 92.) feinen beßimm* 

ten äBertl), eben weil tyier a = — 1, b = +2, f x = -j, 

dx 
unb für x = c = 0, fU^-dx in ± 3 , 3 übergebt 

unb tiefe« $robuft nun nid^t mefyr unenblicfcfleitt tß. Sagegen 



*) ©oflte c = a ober c = b fejn, fo tourbe naturlity alle* baf- 
felbe bleiben, stitr baf* bann f f-dx ni$t in biet, fonbetn enitoeber in 

bte beiben Tefctern, ober in bie beiben ctftent biefet biet Sniegtale jcrlegt 
gebaut toürbe. 

Uebriflen* ^aben trir abft$tlt$ fcier ben befonberen 8aH biefe* §. 93., 
tote folget im §.92. jie$i, no$ befonber* befciefen , toeft bei 23e»et* be* 
§. 92. (fo »ie ber 93e»ei$ be* anbeten befonberen Satte* in ber Slnmerf. %vl 
ft 92.) biel anf<|attK<$et t(* ttnb in ba* toaste «BBefen biefe* ®afce$ tiefer 
rtnbliden laßt. 
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finbet fi<$ gPx =/f-dx = /^.dx = -^x 4 ; alfo 
/ b ^f.dx = q>*-q>* = -i-2*-K-0 4 = -^. 

§. 94 

Sffiir wollen nun ba« SOBic^tigfle über We (Stffieit} ber Om* 
merifcfc) befiimmten 3ntegrate in tiefem Paragraphen jufammen* 
f äffen, alfo tfyeilweife ref apituliren : 

A. ©efyort ein befiimmteS Sntegral / b f-dx nid^t ju ben 

btoergenten unb aud) nid)t ju ben unterbrochenen, fo fyat e« 
jebe«mal einen befitmmten SBertlj unb folget ifi bann allemal 

$at aber ba« ledere allgemein*befiimmte integral 
f f.dx einen befiimmten (reellen ober imaginären) SBertfy, 

fo farat man barau« nt#t folgern, bafü / b f-dx fein unier* 

broefcene« fety unb ebenfalls biefen SBertli) Ijaben muffe, fonbern 
bie Unterfud&ungen über ba« -Wic^tunterbrodjenfetyn unb über bie 

gonioergenj eines befiimmten Sntegral« / b f-dx muffen allemal 

a 

ber SluSwertfyung (2lu«re#nung) beffelben vorausgehen. 

B. Heber bie Gonvergenj ober Dteergenj ber befiimmten 
3ntegrate tfi aber überhaupt golgenbeS ju merfen: 

1) 2>a« befiimmte integral /°°f-dx (toemt e« fein 

unterbrochene« tfi) ifi aöemal bi&ergent, fo oft f x für 
x = +od ntcfyt unenbltdj* fleht wirb. 

S)a« befiimmte 3ntegral / b f.dx iji (toerat e« fein utu 

—00 

terbrodftene« ifi) allemal bi&ergeni, fo oft f x für x = — a> 
nic$t unenblt$*fletn ifi. 

2)a« befiimmte 3ntegral /* f. dx ifi bagegen bfoergeni, 

—00 

menn eine« ber beiben befiimmten 3ntegrale f h f.dx ober 



— OD 
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f^f'dx btoergent ifi, unb leine« ber lefctern ju ben unterbro* 

**a 

djenen gebort; wäfyrenb a unb b beliebig reeU gebaut ftnb. 

2) Umgefeljrt: ifi f^ , ober £_«>, ober finb beibe SBerttye 
unenblic§ *flein, fo ftnb beSfyalb bie befiimmten 3ntegrale 

f h f x .dx, r | -'fc.dx unb r^&.dx no^ni^tnot^ 

—oo a —co 

wenbig conaergent, fonbern fte tonnen no<§ immer btoergent 
fetyn, b. 1). gar leinen (ober, Wie man oft fagt, einen unenbltdfc 
großen) Sßertl) l)aben. 

3) Dagegen fyat baS 3ntegral r°f x -dx, wenn es lein 

a 

unterbrochenes iß, allemal einen befiimmten SBertl), b. f). eS ifi 
con&ergent, fo oft *on x = +c an bis ju x = +qd 
J)in baS *ßrobuft x*.f x beliebig Hein ifi unb julefet unenbli^ 
Kein wirb, wäfyrenb c beliebig grofi unb p um noc$ fo 
wenig aber um etwa« enblic§eS großer als 1 toorauSgefefct ifl. 

Denn e* §erlegt ft$ bie ©umme /"^f.dx in bie ^eilo^itmmeit 

•^ a 

/^f-dx* /""f-dx. 3|t nun c no$ fo groß obet enbli<$, fo $ät f\*dx, 

J * c ^a 

bet SBorauSfefcung jufolge, einen befHmmten enblicfcen SBerty. gerne* ifl bet 
anbete S*eil /JV* = ^? .t^^-J^] 
(nad) §. 88. ft. 2.), »o £ ({n $^ (rt ^ ^{f^n c m ^ oo ifr Denft 
man ft$ nun c fo grojj, bajj r*^ bereite beliebig Hein toirb, fo ifc 

11 1 

»eil fjt>i ijr, alfo r = — unb r beliebig fleiu 

od**- 1 od (1— i u).c M ~ 1 

»irb, ba$ 3ntegral /^»dx »on bem 3ntegrale f\*Ax um beliebig 

a a 

toenig »erföieben. 

@ben fo Ijat baS Sntegral f h f x -dx, wenn eS fein 

— 00 

unterbrochenes ifi, allemal einen befiimmten SÖertl), b. fy. eS 
ifi consergent, fo oft Bon x = ao an bis ju x = — c 
fytn, baS *JJrobuft x*.f x anfangs unenblid) allein unb bann 
beliebig Hein wirb, wäfyrenb c beliebig groß gebaut unb fi 
um nod) fo wenig, aber um etwas enbli$eS großer als 1 iß. 



/ 
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gern« ijl ba« befltaimte Sntefltal f+'t-Ax allemat 

cont>crgent, fo oft icbc* bet beiben bejitmmten Sntegrale 
r°f-dx unb /^f.dx für ft<$, ju ben conttergenten ge* 

a —oo 

l)ört *). — dagegen iji ba$ erjiere befitmmte integral allemal 
bit>etgent r fo oft eines ber beiben leiteten ju ben bfoergenten 
gejault werben mufi; — ttorauSgefefct immer, baf leinet biefer 
Sntegrale ju ben unterbrochenen gehört unb a unb b 
jiett reell gebaut werben. 

4) 2)a« bejiimmte Sntegral /"Vdx, wo a beliebig 

a 

reell gebaut wirb, ijl natürlich mit bem bejiimmten 3ntegral 
/°°f x .dx gleid&jeittg conttergent, ober gleichseitig btoer* 

gent, *orau*gefefct, bafi feinet ein unterbrochene* iji. 

«ben fo fmb f f x -dx unb f° f x .dx gleicfoeitig 

—OD — 00 

confcergent, ober gleichzeitig btoergent, wenn leineÄ ein un* 
terbroc^ene* iji, wafyrenb b beliebig reell gebaut wirb. 

5) 5)a$ bejiimmte 3ntegral /°°f x «dx iji allemal con* 



*>ergent (fo oft e» nic$t ju ben unterbrochenen gehört), 
wenn f«, unenblicfcflein wirb, unb wenn ju gleicher 3ett bie 
unenblictye SRetye 

(©)... / kl f x .dx+/ ka t.dx+/ k3 f x *dx+ ... in inf., 

«i kj 



*) daraus folgt 3. 33. foglei<$, bag toenn p- eine rationale gebro- 

X 

$ene gnnftion bon x iß, beten 3*^" f x um »enigjfrn* 2 ©rate nie-* 
briger iß al* ber kennet F x , unb wenn F x = lauter imaginäre 

/+• f x • 

p-.dx nic$t ju ben unterbrochenen 
•oo r x 

Sntegralen ge}3rt) — bafcer auty »om geraben ©rabe i(t, — btefe* ledere be* 
fKmmte 3ntegral bann allemal fon&ergtre, b. (. einen befrimmten SBerty $aU- 



272 Sljeor. b. ntmteivbcfHmmt Snt. Aap. VIL §. 94. 

wo k w k a , k s , k 4 , k. ber ©rof e nadj jwifdjen a unb od 
auf einanber folgen, — ober wenn bie unenblic^e Steige 

(<£)••• fc+fo+h+fc+2h+f c +«h+ ••• in inf., 

in welket c beliebig reell gebaut ifi, h aber beliebig pofttto, 
— }U ben consergenten numeriföen Weisen gebort (©. §. 91.). 

6) dagegen iji /"fc.dx, *orau$gefe$t, baj* e$ fein 

a 

unterbrochenes ifl, unenbli$*grof unb fyat bafyer bann feinen 
beftimmten, einet »eiteren 9ted)nung no<$ unterworfenen SBerty 
b. f). e$ iß btaergent, (einmal wenn f z ni$t unenblicfcflein 
wirb für x = ao, — unb bann aber audj) wenn f* unenb* 
lidj*f lein werben follte für x = ao , fobalb nur eine ber Steigen 
(0) ober (C) afö bfoergent erfannt wirb (<S. §. 91.). 

7) 2)ie (Summe (ba8 befümmte 3ntegral) y^t-dx l)at 



—00 



fe £ i* | •*-* *** //^ -* 

f w f- x *dx einen bejiimmten 2Bertfy l)aben. 
•'o 

Slnmerfg. SBie wichtig e$ ifi, allemal »orfyer ju unter* 
fudpen, ob bie Summe f\»dx auä) wirflidfc einen befHmm* 

A 

ten 2Bertfy fyabe, efye man benfelben ju befümmen fu$t, farat 
man an beliebig fielen 33eift>ielen na<$wetfen. 2lu$ 

J m^2x) % # dx " 2(l-2x) *• S ' w ** e (na * 8 * ^ #) folgern: 

Jo (l-2x)* # dx = L2(l-2x)_Lo = " 1# 
wenn man o^ne SSScitcrcö \>orau$fefcen wollte, bajü biefe* be* 

fiimmte 3ntegral wirfliety einen SBertfy Ijabe. SBeil aber anbrer* 

1 

feit* ba* SMfferenjial . _ 2 2 • dx für alle SBert^e fcon x, 

bie swiföen unb 1 liegen, offenbar nie negatto wirb, fo 
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fann bie Summe aller tiefet SBettye bo<$ ebenfalls nid>t = —1 

1 

fe^n. — SlUein e* gel)t bie Dijfetenjiatgunftion , g , • dx 

fite x = £ (alfo innetljalb bet ©tenjen unb 1) in bie 

gotm -jr übet; fte untetbtid&t alfo für x = | tyt ÜJafe^n 

unb bieä auf eine ÜBeife, baf ba$ 3ntegtal ju ben untetbto* 
ebenen gehört. Datum §at biefeä beftimmte 3ntegtal gar 
feinen SBettlj unb folget, bet gat ni<$t ifi, fann tafyet nun 
audj nifyt mefyt but$ ba» allgemein*befHmmte integral 

J (1— 2x)» dXf n)eW & e * Ie fr tm ben ®«*f> — * ^r «* 
gebtütft wetben. 

8. 95. 

2Bit fieHen nun *on ben (numetif^OJ^^fHmmten 3ntegtalen 
no$^folgenbe 2Bal)tl)eiten auf: 

1) 8(/%,.dx^ =/%,.dx *), 

wenn nut je unb X nac$ z f onjiant jmb j — »eil eine (Summe 
biffetenjiitt tt>itb, wenn man (wie jut Steckten geföeljen) jeben 
einzelnen ©ummanben biffetenjiitt. 

<5inb bagegen y unb X nod) gunftionen toon z, fo roitb 

2) S(f\*-dx) =Af z «dx+f^.eX B ~f,,,.»jt, f 

Vjr /(z) 'S 

tt» bie klammem um (z) anbeuten, baf (linf*) na<$ allem % 
biffetenjiitt toetben f oll ; — unb in biefet gotmel fiedt roiebetum 
bie 9t. 1. atö ein befonbetet $aH, weil ÖX. ober 8&, =0 
witb, fo oft X obet y, na<$ z lonfiant ift 

31* itömlt* /^»dx = y xz , fo $ai man 8y x = i % ^, <A\t 
&(p x = f ff unb &tp r = f, z , unb babei 



*) Die* nennt £eioni$ bie differentiatio de curva in curvam. 
VIII, 18 
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Dtffrrftt|ttft «um' «m Hefe ©Ittyimg Unft unb re$t* na$ aUem z, fo 
erhalt matt gut Straten, fabein man |uer|r na<$ bem crpHctt enthaltenen z 
btfferengürt, alfo $ unb r als na$ z fonjtont anfielt, baffetöe tote wenu 
man jur Stolen unter berfelben $orau*fefcuna, bijferenjiirt, alfo (na$ 9fr. 1«) 

f df z «dx, — bann aber muß man re#t$ au$ no$ na<$ bem z bifferen* 

jiiren, »etö&e* in $ unb in x fJccft unb bte$ ledere gtebt noc$ 
Ö^-Ö$ z ^9^.öy z b- *. ^z- ö ^-^z-^ z . 

gerner ift 
3) /*(/*!** • dx) • dz « f *(/%,*- dz\ • dx , 

wenn mtr -j unb 3 iw# * fonjiant ftnfe unb wieberum 
y uub X na<$ z fonjiant ttorauägefefct werben; — »eil e* 
einerlei ift, in welker Drbnung bie unenbltctymal unenblidfcfcielen 
(Summanben abbirt werben. 

8lnmerfg. SBerm alte biefe ©äfce son ben (numerifefc) 
befiimmten 3ntegralen, wie ft<$ »on felbft »erfleht, nur bann 
gelten, wenn feine* berfelben ein btoergente* unb auä) feine* 
ein unterbrochene* iji, unb wenn, bie* namentlich no$ t>on ber 
nactyitoorfyergetyenben ©leic^ung 3) gilt, — fo fmbet bagegen ber 
analoge Sefyrfafr für allgemeln*bejHmmte 3ntegrale, nÄmltdj 

allemal ganj unbebingt ftatt unb namentlich bann audj no<$, 
wenn bie entfyredjenben (numerifc$-) bejiimmten 3ntegrale ju 
ben unterbrochenen getreu, g. 35. wenn 



z*-x 2 



unb $ « 3 ** +1 , 



(z*4**) 2 

fo wie j: = j = —1 genommen wirb; — unb wenn anbere 
6$riftjieller für biefe* Seifoiel linf* unb rec$t* nic$t einerlei 
gefunben !)aben, fo Hegt bie* baran, baf fte t?on bem fcielbeu* 
tigen äu*brutf, ber ftc$ linf* unb re<$t* ergiebt, linf* einen, 
redete einen anbern feiner SBertfye gefefct $aben (@. „©eifl b. 
3)iff. u. 3nt. föetyu" erlangen 1846. §. 18. 2lnmerfg. 1.) 
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8. 96. 
§at man 
/f.dx = 9> X +/F.dx t>. fj. /f.dx =/(ey x 4-Fx)-dx 
gefunden, fo iß aud) (unmittelbav au« f. 88. 9t. 6.) 

1 ) / b f • dx = <p b - <p. +/* . dx. 
Daljet iji au$ 

» c g 

~/ b (Ög> x «/ x iMx).dx, 

a g 

tt>etl /(qp • V) • tl x = g> *f\p • dx-/(9g> x ./ty • dx) • dx ijl, 

wenn redjW unter />«dx ein unb bajfelbe (eiwoa mit x = g 

anfangenbe) 3ntegral Detfianben tt>itto, fo baf f x if)*dx flott 

g 

/t^.dx getrieben werten fann, wo g ein beliebiger fon* 
fianter SBett^ ifi. 

*. 97. 

3fi bagegen x eine gunftion Don t unb ftnb j, 3 bie 
reellen SBertfye t>on z, welche bejägltdj ben reellen SBertyen 
jr, 3E t>on x ju geboren, fo ifi . 

1) /*f-dx =/ 3 (f •öx.)* dz 
* i 

allemal bann unb nnt bann, wenn, wäljrenb bie SBerttye 

*on x jwiföen iljren ©renjen als flet* ^*l^ j fl^d&t 

werben, bie, au« ber ttorauSgefefcten ©leittyung jwifttyen x unb 
z ju tiefen SBertfyen t>on x gehörigen SBertfye von z, na$ 

ber Orbnung ebenfalls entweber flett JJÄJJ^I *et f*ett> 

Itt^Afnl' * ## ^ al ^°' ^ mn leiner ^ et * u fl e ^ r *8 ett SB ert ^ 

18* 
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wn z (imtetfyalb ber @ren$tt>ertfye von x) ein 9Wajrimum 
* ober ein 9Simmum wirb. 

Den« ba dx = dx z *dz ijr, fo jtnb bie rinjelnen ©ummanben ber 

Gummen in 1 ) (unter ber gemalten Starautfeftnng) biefeften nnb au$ ber 
Umfang ber Gummen berfelbe*). 



*) ©oUten aber Seifoietetoeife btc SBertye bon x, »on x = r an 
bi* }tt x = $ }in ftet* toa$fen, nnb btc $uge$&rtgen SBertye bon z, »on 
z = % an bi* ju z = j' tyn (welker SBerty j' ju x = r'<$ ge* 
$8rt) jteW abnehmen, ttm bann toteber bur$ j $inbur$ (toa^renb btefer 
j»eüe SBerty 3 bem Söertfce x = r" ange&ört nnb r">jr'>r aber 
<$ ijr) bi* gu 3 &fo I« toaifcfen, inbem 3>§ borau$gefe|t fejm mag, 
— fo tofirbe nacgi ber im §. 84. eingeführten $e$ei$nung unter 

3 

f (f.öx z ).dz nur ber ledere 3#eil ber (stamme berffrmben »erben fönnen, 
»eldjter ber Summe /* f«dx, aber ni<$t mefyr ber ganien Summe 

y f.dx glety feffb tofirbe, in fo ferne leitete no# nm A f.dx gr&* 

feriji. 

®ton fonnte $ter leidet getankt nnb *u irrigen golgerungen, nämltdj» ju 
bem ®Iauben geführt »erben, bag in bem angeführten Seifpielc 

y ' "f . dx = 

febn muffe , toenn man ettoa folgenbe Setra^tungen anfreUte. 
<&$ ift näiplty unbebingt allemal (na* W. 1. unb §. 87. 0) 

J) f f t*dx= /-'(f.pxj.dz = r f.8x -dz 

nnb 

2) /•'"f.dx = r Ä (f.9x_).dz = /• (f.öxj.dz, 

Bbbirt man bater bieft ©letgungen, fo folgt (na$ f. 88. #. 2.) 

3) r r t . dx = /• (f. öx z ) . dz + r (f. öx £ ) . dz 

ufcb ba biefe Summe jur SRefycn bon ber gorm ((p^-^H^i-^) ifr 
fo f#eint tyr SBcrtb =0 gu feon, unb bann toare (in biefem Setfyiele) 
am} r r 't* dx = 0. 



r 
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Slu* biefem Safte ». 1. ge^t übrigen* ber @afc J. 88. ». 5. 
ofyne SSSeiteted l)ert>or, wenn man x— a » z fefct, fo baji 
9x 8 =1 unb j = f-c, fo wie 3 = 3P— c wirb, nur 
baf kort bejügli<§ a unb b fiatt y unb X fielen. 

aber eben weil bie ©nföränfung and) erfüllt iß, fo oft 

man x = -j-, ober x = bz, ober x = b-z genommen 

wirb, fo ergeben ftd) au$ ber 9t. 1. foglei$ no# fotgenbe @lei* 
jungen, ndmltdj: 



SBeil aber ber 23orou^fe^uttö infolge z Anfang, »on 2 = 1 an 
bii ju « = j' (in immerfort abnimmt, toäbrenb x *on x = r an bi* 
ju x = r' (in toa$jr, fo iß in biefem ganzen 9taume, 8x, negatfo, 

to&brenb in bem barauf folgerten SRaume, n&mlicb «on z = $' an Md z 
|um }t»eiten äRale = j toirb, bie (EBertbe oon z mit benen »on x jn- 
glei$ »aebfen, folglity, ba jebelmal dx = öx B .dz {jl, nun für biefelben 

SBertbe *on z, für toetye borfcer dx 2 notyfcenbig fftt* negatfo getoefen 

iß/ i*W nottyoenbig frei* pofttfo fepn mufj. 3n itn beiben ©ummanben jur 
Bretten in 3.) iß ba(er dx z bo^elbeutig, nnb jrettt in bem einen @nm* 

manben feinen negatiten, in bem anbem für benfelben SBerty *on z, fei* 
nen pofittoen 2Berty »or (nnb biefe beiben SBerttye branden au$ in ü)ren 
abfoluten ©liebem ni$t einanber gleicb §u fe?n). ©efcen toir ba$er 
y(f.9x z ).dz = y 2 , fo fß au$ y z minbeßen* jtoeif&rmtg (jtoei-bentig) 

unb ßellt in ber einen Differenz y^— y, eine feiner gönnen, in ber an* 
bereu Differenz vy-vy *i»* anbere feiner gönnen »or, fo baf be*}alb 
aueb bie ©umme biefer beiben Differenzen nufrt 9tufl fe*n mag, eben »eil 
febon VfVi ni$t 9toH iß/ obgleub f^ier SRtnnenb unb ©ubtrabenb ein* 
anbej gleu$ *u fe?n f$ einen (@. b. „(Beiß ber Diff. u. 3nr. ftecfymng. 
(Erlangen 1846). 

2Ba}renb aber (bem Xtxti nacb) bie <3lei$ung 

y*f.dx = y 3 (f-öx z )-dz 

nur unter ber gemalten (Etnfctyranlung gilt, bleibt ber, im IV. 2$. 
b. ,,©$ßem* b. 2Watb." betoiefene &brfa$ 

r f.dx = r (f.8x,).dz 

o(ne biefe (Sinf^ranfung toa(r. 
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2) / , Vdx = -J"/ ,Wä, '*:b-<lz 

3) f^'Ax = b.^X'dz 

4) /•^•dx = -/"-Vz'dz = / ,b -"f b _ z .dz 

= / /J -fe_ x .dz, 

•'o 

n>o überall jur Siebten Patt z ieber anbete frembe 39u#fiabe 
gefegt werben fann, »eil ba$ Snbrefultat von biefem 93ud)fiabcn 
z ganj unabhängig iß; namentlich fönnte man lieber x fiatt 
z fctyreiben. 

811« in ber gormel 9t. 4. fietfenb , ntäfite alfo j. 95. ange* 

fefyen »erben bie ©leidjimg /^(l— x) b «dx = /^(l— x) a x b *dx, 

^o •'o 

inbem man in ber 9?. 4. a = 0, ß = b = 1 » nimmt imb 
jitlefct re<$t$ no# x ßatt z fdjreibt**). 

Die Stefultate 91. 2.—». 4. gelten übrigen« au# noc$, 
wenn a, ß, b beliebig reell ober imaginär unb von ber gorm 
p-|-q-i finb. 

9. 98. 

3n mannen gätlen gewähren no<$ nad&jiefyenbe (Safte bei 
ber 2lu$tt>ertfyimg bejHmmter integrale große 33equemli<$feit, 
nämli$; 

I. SBtrb, tt>enn man x = — fefct, f-dx = — f«*dz, 

z 

fo iß bann allemal 

y^t.dx =/°°fx-dx = */■*£. dx*») f 

inbem wir burd> +0 ba$ pojittoe Unenblid^^leine bejeidjnen. 



*) Die fttytigfeit biefer aHerlefcten ©letc^ung errettet au* föon unmü* 
tclbar aud §. 84., ba bie beiben <&untmen Unfd unb re#t3 biefelbett ©um* 
manben enthalten nur in »mgefr$rier Orbnung. 

**) Die* if* j. 93. ber Sali, »emt f x = j-^ tfl, »eil bann, toeutt 
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Sc»», »egen % = ^' * irb •** * ^ *°' z ~ °° tttl * *** 
x = 1 <m$ z = 1, unb e$ folgt bafcr bu evßtic X^il ber ©Iri^ung 
unmittelbar an« §. 97. 91. 1. in SBeritnbung mit §. 88. 9?. I. — Da* ttebrfgc 
folgt bann an* §. 88. SR. 2. 

IL 3fl b beliebig reell, fo ifi allemal 
r h0O fUb-dx = /- H8 t.dx unb no$ / +w fb-x-dx=/ + *f x .dx r 

wie unmittelbar au* %. 97. i)eri>orgel>t, inbem man. bejägikfr 
x±b = z ober b-x = z fefct, wenn nur bie integrale nic^t 

unterbrochen unb ni#t bfoergent ftnb, 

III. 3jl a beliebig ^ofitit)', grofi ober nodj fo Hein, 
wenn nur nietyt unenbli^^flein, fo ift allemal 

/+« 1 /»+» 

. B f «- dx = 7:/_„ f *' dx 

unb no<$ 

■4 

.„ ^ = ^ ^ f-dx, 

wie unmittelbar au« 8- 97. ^ettoradjt , intern man bejüfllieb 
ax = z ober xj/a = z .fefct; audj gelten Wefe leiteten beiben 
©leid&unflen no<$ (aber ni^t feie obere in II.), wem flatt bet 
untern ©renje —od überall bie 9tuH jiefyen foflte. — Statur- 
lidj ift auefc, 

f «n-dx = — ./ f x n«dx, 

|/a «^ -«° 



1 , .^ j dz * z 2 _ z' 

x = - gefefct »irb, dx = -^, unb j^ - z , +(xz)a - Xfj? 
Dekali b<^ man »irflty 
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Wim nur a beliebig pojUto, n aber pojüh> flanj iji, unb 

l/a tyren pofit{t>en SBerty aorjMt. 

IV. ©inb a unb b beliebig pofttts (unb ift a ni$t 
unenbli#*flein), fo ift allemal 

/+<*> \ /»+» 

f b *dx= — •/ fc-dx, 

"^00 A * 

wenn nur feines bet integrale ju ben unterbrochenen ober ju 
ben btoergenten gehört 

Denn e* tjr, »enn z = ax- — gefegt ttrirb, z = -od für 
x = +0 unb z = -H» für x = -fao, aufjerbem ober no$ 
dz = a.dx-h— .dx; folglich t»irb (na$ $. 97.) 

1) /^°Vdz = a / ,Äf ax _i ,dx + b / >0 °^ f ai _r dx - 

@e$t man tum aber in beut lederen 3ntegral 

— b , .. . b , b b 

unb es »frb y = -od fßr x =s +0, unb y s -0 fßr x = +qd; 
ba&er folgt: 

- 2 > b / ^- f b •** = a / f b .dx, 

«/ +0 X ax— t/ ^ ax- — 

»o toir bur<$ -0 bad ftegarfoe ttnenblftfr- Äletne bejet^nen. SBtrb bie* 
nun in Mc ©letc^ung 1. fubjHtuirt, fo gety unfer 2e$rfa$ IV. foglety 
Verbot *). 



*) £a"tte man alfo g. 55. auf irgenb einem Söege gefmtben 
f e"" x *.dx = V*, fo toürbe na# bem Se^rfaje IV. foglei$ nodj 



—OD 



Verborgenen : 



. ./ e v * .dx = ±*V*, 



— « a 
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6djilufM2lnmertung. 

(SS fefcen aber alle tiefe ftormeln unb ?efyrfä$e allemal fitH^ 
fc$n>eigenb jwar, aber unbebingt t>orau$, baf bie befttmmten 
3ntegrale uirflttty ejrfjiiven, b. I). einen bejltmmten SBertl) fyabai, 
alfo, baf fle ju ben confcergenten unb ununterbrochenen gehören. 

SBoHte man auf biefen wütigen Umfüanb ni<$t 9tfidftd)t 
nehmen, fo müjHe man j. 8. nadj 8. 88. 9t. 4. 

z 



/OD 
.oo Z* 



+1 



dz = 



nehmen, toeit . _ , ber 33ebingung f_ z = — f z entfyrhtyt; 

z -pi 

wafyrenb bod; 

y^.dz = *%<z*+l) 
iji, fo baf 

y-^-TT-dz = Z/OD Unb / »dz = — LCO 

oo_5-0 Z 3 +l «/ O-H-co) Z*+l 

alfo . 

«/ (+00 )-*-(-« )Z*+1 

fu§ ergiebt, toeld)e« Äefultat nidjt gerabe 9tuU f fonbern unbe 
fttmmt iji. 

3n ber Sfyat finbet ft<$ (nad) §. 81) 



• dz = Leo— Lao 






/"-Ho .^W 

M- ./ e ** .dxi=-Lv«xe- 2ab f 

^ -oo a 

obet au$, tt«m fc*jÜ0li($ a unb b jkit a a itnb b* g*fc|t »erben, 

-oo * a 

toentt nur a unb b betttfeig pofiti» ftob. 
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vt>cld^ee f wenn man 3<tyto unb Berater jur Sterten mit a 1 
wegbtoibirt , für a =» oo , wenn ^ unb v beliebig yojttfo 
fmb, in 



/: 



" dz = L*- 



z 2 +l 

übergeben würbe, wenn btefe« beßimmte 3ntegral cotwergent 
wäre, wäljrenb ber 2lu$brucf gut Sterten reell wäre aber mit 
/t unb r jugleid^ gang unbefHmmt bliebe. 

2)fefer 8Btberfi>rud& , natty »eifern baffelbe bejiimmte 3nte* 
gral nad) ber einen gormel = 0, auf einem anberen SBege 
aber ganj unbe jHmmt gefunben wirb , alfo au# = 1 wäre, 
ober wie man e$ annehmen wollte , loft ftc^ aber fogleicfc, fobalb 
man ftd) uberjeugt, bafj baffelbe integral }u ben btoergenten 
gehört, alfo gar feinen SBertl) i>at unb ba<5 beSfyatb t>on ttym 
ni$t weiter bie Siebe fetyn fantt. 

Sßenn alfo (Saud&ty / -äx? ,dz = L ~ annimmt 

unb p unb v unbefHmmt ft<$ benft, fo muf ein anberer 33e* 
griff be6 befiimmten 3ntegratö ju ®nmbe liegen als ber unfrige, 
auf ben wir im näc^flen IX. Steile jurücffommen werben. 



fÖiertc SlbfyanMung. 

Ztyoxxt tot reellen gattorieUen unb gatultäten 

unb fomit au$ 
ter ©amma=»5unfHoncn 

ber €tt lernen Sntegrale 
jweitet Älaffe. 



Z^tcxit ber rcclltn (gangen unb gebrochenen) 8<tf totiellett. 

SBorbemetfung. 

S)ic gnnltiöttcn x', t»elc$c toit Voten) est nennen, faulen in bet «na- 
tyjfa eine tticfyige 9?oHe. 3*on einem unföeinbaren anfange, namlu$ bon 
bem 5>robufte gleicher gaftoren auSgeJenb, faUn ftebon bem Bugen- 
blicf an, »o tlartefiu* ben Opponenten in bie Segnung mit aufnahm, 
bie 9R5glt$!eit gewonnen, ju ber Allgemeinheit heranzureifen, bie fte jefct 
«l* gunftio nen Wbm, — na$ nnb na$ alle 3to{f4)enfr«fen ber $eratt* 
gemeinernng bur$ge&fltb, — nfoniicfc bie negatiben ganzen 9>otenjen 
(toclge Quotienten au* SJrobuften gleitet gaftoren oorfietten) — biege» 
brocken en yotenjen (feel$e unenblid&e fftttytn, aber einbentig finb) — «m 
|Uie>t &u ben allgemeinen 3Jotenjen ju gelangen, t>elc$e ebenfall* im- 
enbltcje SRefyen wrfrellen unb babei unenblidfr oielbeutig fhtb, nnb) toetye 
alle früheren Segriffe ber flJotenjen al* befonbere galle in fi<$ fdftllcf en. — 
9ta* ben 9oten)en mit imaginären Opponenten fefcen fi$ Jene fo aufetjt 
mertoürbigen uneublujen Steigen jufammen, bie toir <§>inu* nnb <E of inu* 
nennen, beren perfobfföe SBieberfeftr tyrer SBertye fte geeignet macjt jum 
anafytiföen 2lu*bruc! alle* in ber ffatur periobifdfr toieber!e$reuben unb bie 
namentlich an<J in t&rer Antoenbung auf bie (Geometrie, — 3mtä$ß 
anf ben ärei*, bie Hügel unb ba* Dreietf, — »on »orjfiglicfer SBtytigfelt 
ft$ au*toeifen unb in biefer Hntoenbnng ba* liefern, loa* matt „ebene 
nnb fp(ärif$e Trigonometrie^ nennt. 

Die <9mnbeigenf4aften aUer biefer Wenden finb in ben 3 ©ieicjungen 

a m .a n = aP+ n ; a m .b m = (ab)* unb (a m ) n = a mn 

enthalten, gu benen uo<$ ber binomifd&e 2e$rfa& ^njnrritt; bo$ bebfirfen biefe 
@leic$ungen einer äorrettion, toenn fte au# für aflgetoeinfre unb felbft für 
gebrochene Voren^en allgemein toat)r bleiben »ollen, fo nSmlfcfc, bafj febe 
®titt ber ©ietcjung bie anbere boUfommen erfe$t (<5. Inlett. §.8. unb ben 
„Oetfi b. X)iff, u. 3nt. 8te#n. Erlangen 1846. fcfolirftg. pag. 15.)- 
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S. 99. 

@el)t man ftatt *on *ßrobuften gleicher, Heber t>on Sßro* 
buften aequibiffetentct (b. fy. um gleich t>iel sott einanber 
tterföiebener) gaftoren au8, etwa *on bem ^ßrobufte 

a(a+r)(a+2r)(a+3r) ... ( a +(n-l)r), 

bejei^net man fol$e$ bur$ ba* 3eid&en 

a n ' r , * 

fo wirb man babur# ju neuen gunftionen geführt f bie man 
gaftori eilen*) nennt, wäljrenb a bie 33afi6, r bie 
Differenz unb n ber ©yponent berfelben fyeiflt, unb welche 
jwar ni#t *on betnfelben Umfange jtnb , unb flc$ nic^t auf bie» 
felbe 2lflgemeinl)eit ergeben, wie bie Sßotenjen, welche Jebo($ 
ebenfalls eine, ber ber $ 4$otenjen ätynltd&e Stolle in ber Slnatyffe 
ju fielen beftimmt (feinen, in fo ferne n&mli$ eine größere 
Slnjabl anafytiföer Unterfud&ungen unb Slnwenbungen auf biefe 
gunftionen flcf^ jurfidföfyren lajfen, *on benen fle alfo gewiffer* 
maßen bie ©runblage bilben. 

3Ran befinirt aber für einen pofittaen ganzen äBerty 
*>on n, jund<$ji bie gange gaftorieUe 

1) a B ' r = a(a+r)(a-|-2r) ... (a+(n-l)r). 

3)en au^ biefer Definition Ijerfcorgetyenben ©afc 

a m|r 
a m— njr 

(a+(m-n)r) n ' r 

benüfct man jur Definition ber gaftorieUe, beren ®fl>onent m— n 
eben fo gut negativ ganj unb unb 1 fe$n famt al* au$ 
eine poftttoe ganje 3al)l. 5Dana$ fteOt biefe 2Dlfferen$*gaf* 
torielle einen Quotienten au* jwei Sßrobuften aequibifferenter 
gaftoren *or unb enthalt bie ganje gaftorieHe att einen, bie 
negative ganje gaftorieKe atö einen anbern befonbent Sali 



*) Stxamp (aft fte anfäitfllidj nume*if<$e Safttltaten, foStet «Ber 
ftaitoxitlUn genannt. 
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j n £$. _ 3 n liefet 35eftni«on fietfen atet feie foedeHett gällc 

1 

2) a ~ n,r = [a-nr][a-(n-l)r][a-(n-2)r>.[a~2r][a~r] 

(a— nr) n i' (a-r) n i- r ' 

3) a~'f* =^= — i — ; 

a— r 

4) a°i r = 1 j 

5) a 1 !' = a. 

fRan mufj' jebo<# babei wtauftfefeen, ba£ feinet bet S)h>if*ten 

■Run witb , alfo namentlich in 2. , bafl — feinet bet pojtttoen 

flanjen Scfyltn 1, 2, 3, ••• n gleich tft, »eil man fonfl SluS* 
btüde fyätte, welche in bet JRecfjnung ni<$t mefyt juläfftg jinb **). 
■äKögen nun bie (Sflxmenten bet gaftotiellen pofith) ganj 
obet negatiö ganj obet9tuH fetyn, fo laft jt# bo$ immet leidet 
&ett>eifen bie 9Hd)tigfeit folgenbet gotmeln: 

6) a m l r = (a+(m— l)r) m «- r ; 

7) a m + n ' r = a m ' r • (a+mr) n i r = a n ' r *(a+nr) m ' r ; 
unb 



8) a m i' = (±\ •h m 



*) SWan mu§ juj, um f$ntU na$ folgen gotmeln rennen §u Urnen,, 

bie Umformungäregeln in SBorten auSbrücfen. 3- 33- M* a ~~ n,r *frb &** 
tyt gleite SfoSbtnd gebübet, „&enn man bie Differenz bon bet 33afl^ fu&* 
„tra^irt, Exponent unb Dtfferenj mit bem entgegengefefcten Soqei^en bet" 
„jte&t nnb bann bie neue gaftoriefle in ben kennet f treibt, mm bie gege- 
bene im 2>ty\tx ftefct (obet bie neue in ben Styitt f4>retbt, teenn bie gege* 
„bene itgenb too einen kennet bittet). tt. f. ». 

**) T)tefe 3$otau$fe$ung matten »ir in bet golge flet$ ttnb ftillf($toet- 
genb, »eil bteö eine $orau*fe$ung t|t, bie für ade Steife bed ÄalfuI* ein 

für allemal gemalt foftb, baß namli<$ fein $u£btutl, mit feett&em ito$ ge- 

1 
rennet fcitb, bie Sorm -g- annehmen batf. 



a m-n|r 


= 


a m|r . 


* 


(a+(m- 


-n)r) n i r 


J 


a m|r 

a n » r 


= 


(a+nr) m 


_n|r* 




a n ' r 




a< b - 


•a):r|r 
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wa* audj h, a unb r fcbeuten mögen, reeKtf ober imaginär 
re«, fo lange nur ber <Sfl>onent ber gaftorieHe !pofltit> ober ne* 
gatto gan) ober 9tuE ift. 

2)iefe @lei$ungen 6.-8. enthalten bie btei £aupteigen* 
fc^aften bet gaftoriellen ; äße folgenb/n Stummem ftnb nur fpc^ 
cielle Säue ifyrer Slnwenbung. 3unäd# erfyfilt man nämlid) 

au$ 7.: 

9) 



10) 



1J ) i,n|r — (a-|-nr)< b - ft > :r .l r ' 

wenn nur alle (Sjrponenten pofitto ober negativ ganj ober 9tuH 
flnb *). 

3)ie einfädle aller ftaftorietlen namlicty 

l»» 1 ober n 11 !- 1 wirb bur$ n! 

bejeic^net unb biefeS 3ei<$en n gafultat (ober bie gafultät 
von n) ausgeflogen (ober genannt), wobei n be$l)afl> nidjt 

negativ ganj gebaut werben fann, weil fonji (na# SR. 2.) 

1 

ber bur$ n! vorgefiellte Duotient bie gorm -jr annehmen 

würbe, dagegen fann n ni#t Wof jebe pofttive ganje Qoüj/1 
mit <£inf$luf ber 1, fonbern au$ 9tott fetyn, unb man fyat bem 
jufolge: 

12) n! = l»» 1 = n""- 1 ; 

13) 



4a, ü! !}(au*ben$R§R.4.5.); 
14) 0! = U 



*) SBegen be? 23ewetfe fann man nacfclefen ben „SSerfndfr r. b. f. @$|*em« 
bet SWatyematif. 2tet 3$. 2tc Auflage. Berlin 1826. 2>?an finbet bie 9Kc&Hg* 
feit tiefet gormeln, fobalb man bie £ru$e ti>ea,f$afft unb bie ft. 7. antoenbet. 
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(f+n-l)l *) 

enfcHcS 15) a»i' = r».-^ ^- 

(f-0 1 

wenn nur bie (Sfl>onenten ber ftaftoriellen ^oftti» ober negatto 
ganj ober 9MI flnb. 

2)ur<$ biefe SR. 15. ift jebe ftaftorieöe auf bie einfach 
berfelben,namlidj auf bie gatultät gekaut 

entließ folgt au* SR. 1. unb SR. 2. no<$, baf 

16) a n i° = a n 

tji, wenn n pofttto ober negatto ganj ober -Run unb a 6c» 
liebig reell ober imaginär gebadjt wirb. 

2lnmerf. 2)a$ fyier.im 8.99. mitgeteilte ifl ftrenge er* 
wiefen im „6$ft b. 3Ratl). Xt). 11. 2te 2lufl. Aap. 15. — SBa* 
nun folgt tji bie ftortfefcung jener Sefyren. 

8. 100. < 

68 fommt allemal r wenn c pojitto ober negatto ganj ober 

■Jiull unb enbltdj ift, ber Ctuotient 1=fcl berföintyeit 

bejlo näfyer, je größer v gebaut wirb; unb e$ ifl 

17) e = 1 für v = oo F **) 



*) SBetl tta* SR. 8. a n ' r = ^ : Cj) ««* « tt # *• 10 - *le&erii* 

1 (a:r)+n-l|l / a \njl 

jCarD-lll = \t) * 

**) ©o oft fett in ber golge fagett »erben: e* fev i 

f v = a ffir i> = od, 
fo *erfie(en t»tr jebeSmal ntty* anbete* darunter al$: „ber $lu^braci f„ 

„nähere ft$ (bon trgenb einem SBettye bort y ab) bem SBettye a beffo 
„me$r, Je ßt8§er v genommen foitb, «nb fomme bem a unenblfg netyt, 
wenn v M$ fo'$ Unenblt^e ttftgft." — 9te$ (Sattc^ »ütbe man, um 
baffelbe attSjubttttfen, treiben muffen: 

VIII. 19 



h 
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wenn nur a beliebig reell unb entließ if}. — Slud) gilt t>w 
felbe ©lei$ung nod) für v = —od. 

Senn, tfl c pojltfo ganj, fo ^at man 
(*M C|±1 a+y il+a+v =t2+a+v ±(c-l)+a+v # 

i ■ . ' ■ sr .. ■< «■■.... .■ ■ ■ » — ■ - ... ...» •••• . i ■ . y 

unb ba Jeber tiefer gaftoren, §. ». ■ :tlH " a + y . tie gern l+^5±? 

V V 

annehmen Tann, fo $at ba* Jfrobuft an* ber mbU^en 9to}a$l tiefer gaf* 

E 

toten ebenfalls tie gorm 1+ — + —, »o E enbtttj nnb v unenbli$ 

y / 

grof} ift. tfflfo ifir baffelbe «Probuft für v = ±ao ber Gfo$ett gW#, fo 

lange nnr a unb n, t. fr. a nnb c enbli$ flnb. 

3fl aber c negatfo, etaa = -b, fo CR (na$ 9?. 2. nnb 9*. 8.) 



y- >* 



_ (lyb+yP _ /,.*■* 



A a±b V* 1 ^ 



(a+*) c,=fcl (a+y)-^^ 1 » b 

too toteber ba* 5>robuft ber b gaftoren, >för * = ±a> ofenbar ber Sin* 
t>ett Biet* toirb. 

2luS ber <9leic$ung SR. 7. für r = 1 , nAmlic^ au6 

»etm c pofttto ober negatto ganj ober 9?uH iß, folgt alfo, 
fobalb man fol<$e mit ber fcorjlefyenben 17. multiplidrt , 

18) a'» 1 = —l-—.v> für v = j ±Q0 j: 

(a+c)"* ! / ( u. ganj j ' 

fo lange nur a unb c entließ jinb nnb c pofttto ober 
negativ ganj; alfo ijl auc$ no$ für a = 1 (na<$ SR. 12.) 

1») c! = 7ur*r-+ f* * = 1 +Q0 1 * } , 

(l+c)"! 1 ! ( u. gatt} ) ' 



lim f„ = a; 

ber $erf. $ot aber gegen tiefe ©<$retto»etfe ein« tynttpatyie, tie ber geneigte 
£efer $» ju ©ute galten mäge (©. SJortebe.). 

*) gür v = -oo unb gan* barf *J in ber ftegnung ni$t mefrr 
beibehalten »erben, toetl bann WuU im Kenner erfoeint. 
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fo lange nur c enblid) ifi, übrigen* pofitto ober negatto 
gang ober 9htfl. 

9Rulttylicirt man aber in 9t 18. 3Ä^Iet unb -Renner jur 
dttfyttn mit r, fonne bie ganje ©lei^ung linte unb re#te 

mit r c , unb fefet man julefct — ftatt a f fo ergiebt 

ftc^> no$: 

2 °) «* = , r\vlr *W% ff« * = j ±C ° 

(a+or) v * r v ' ' ( u. ganj 

fo lange ni$t -Muß im -Kenner erfdjeint, unb unter ber SBorau*- 
fefcung, ba£ c pofttfo ober negatfo ganj ober 9M i|i, unb 
baß a unb p nid)t unenbltöj'grojSi ftnb *). 

8. 101. 

üDiefer ©lei<§ung 9^ 20. !ann man ftd) nun bebt enen , um 
bie reelle gaftortefle ju befmiren, b. I). bie Saftorf eUe a^, 
in welker ber (5fl>onent c eben fo ttie bie 93aft$ a unb 
bie $>ifferenj r beliebig reell, b. i). ganj ober gebrochen, po* 
fttto ober negatto gebaut ftnb. — 3Wan muf nur bie ^Definition 
fo einrid&ten, bafi (w) c fiet$ einen reellen Sßertl) Ijabe, e* 
mag r pofttto ober negatto fetyn, unb be$l)alb muf man ben 
gall, wo r pofttto iji, *on bem gaU, wo r negatto ift, 
genau unb forgfalttg unterfdjeiben. 

SBir führen bemna<$ ate ^Definition ber reellen gaftorielle 
a* # inbem wir a unb c beliebig reell aber ni$t.unenbli(fc 
grof sorauSfefcen, ein bie ©leicfyung: 

*) Den Anfänger machen t»ir noej brfottberd barauf aufmerffam, baß 
bie 9t: 20. eigentlich nur eine ganj unmittelbare golge ber £au|jteigettf<$aft 
ber ganjen gaftoriefle ifl (H. 7.), nämli^ 

* a c l r (a+crj v,r = a v ' r (a+yr) c ' r , 

»eil jebe« ber Beiben JJrobnfte, = a c+v,r ijt. €$ tjl nur, toewt v = ao, 
rr jratt a+yr gefegt, nnb bie Differenz r gegen bie S3a|t$ a+yr 
ober vx auger 9l$t gelaffen. 3nt §. 100. ifi biefer 3bee nur ber grfinbli<$e 
(alt gegeben. 

19* 



1 ( u. ganj ) 
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inbem man * = +od (imb ganj) fid) bettft, »am r pofttiv 
ift, bagegen * = —od (imb ganj) ftdj beiden muf , »erat r 
negativ ifl, jebetmal aber vorauftfefct, bafj bic $otett} (jt) c 
tyren pofiti^en SBertlj vorfiel». 

5Mefe 'Definition I. giebt alfo für einen pofitiven SBertl} 
von r (fo baß — r negativ »irb) no<$ befonber* (inbem 
man in bet I. — r flott r, juglei# aber — v flatt v fefrt, 
um ba6 neue * »ieberum blof poftti» ftdj beulen gu burfen) 

II. a c '~ r = , * x „. r • (wr) c 

(a— cr)- r '~ r 

(na$ *. 2.) = ^ +r) ,; (") c 

»oburd? bie Trennung ber Definition für beibe gdße, a) »erat 
bie Siffereng ber gaftorierfe pofitiv, b) »erat fte negativ iß, 
no$ entfd&iebener in bie Säugen fällt. Diefelbe ©leid&ung I. 
giebt nämlid?, »erat r pofitiv ift, 

U- 1- « c,r = , t aH \,ir '(wry für ^ = 1 i"°° 

(a+cr)"i f y ! ( u. ganj 

ferner begei$nen »ir, »ie »enn c pofttiv ganj ober SSutt ift, 
auäf für ieben reellen imb ni$t unenbli<$* großen 2öettf) von 
c (ber trid^t negativ ganj ift) »ieberum bie einfache gaftorieHc 

Ich burc^ c!, 

fo baf* man alt {Definition fyat (»el<$e bie Hummern 12.— 14. 
be» f. 99. in fty fölief t) 

imb »ir nennen bie* 3eic^en c! abermale bie gafultät be* 
dflwnenten c. •) 



*) (Bauf in bcrfltyaftttttttg; Bisquisitiones generales circa seriem 
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($6 iji beSfyalb audj noc$ (nadj IL, Kernt 1 ftott r, tmb 
c jiatt a gefegt tt>irt>) 



etc. etc. im 2ten SBanbe ber ®btttnger äommentarien beftetynet ben» 
felben 9fo$brutf, ben toir fcier fo eben bur<$ c! be$ei$net fcoben, *S(renb c 
beliebig reell (nur ni$t negati» ganj) gebaut iß, bur4> IT C , unb et be- 

»ei(* no$ befonberä, baj} btefer bur<$ #„ (ober c!) be|ei$nete ttutbruä 

/r|l 

7T-*y c für y = H-oo, allemal einen bfcllig bejHmmten reellen 

0+c)"! 1 

SBerty %at. — tiefer S3et»ei$ ifl bem SBefen na$ folgenber: 






GrfUty t>e$ei($net ©auf burdfr ü vc benfelben 8u*bru<! ^ 

für ben gaH, baf v no$ einen enblid&en ffierty $at, fo baß n vc in c! 

übergebt, fo oft v = co genommen ttirb. Dann folgt unmittelbar für 
leben pofitiben ganjen SBerty »on h * 

d 5±L* = < b+1 > c+1 = ^V.-L. = U-1X* JL- 

^ h ,c b c (h+l+c) \ h / 14 . c V HV # 4 , c * 

, h+1 1+ fi+i 

folglt$, wenn man linf* uub redete bie %9$axiti)mt& nimmt, unb babei b 
größer aU ben abfoluten SBerty bon c ft$ benft, bamit bie ftetyht con- 
»ergtren* 

2) Logn h + lc - i-ogn hfC + 2(h+1)a + 3(h+1)a + 4(h+1)4 

, c(l-c«) , 

+ 5(h+l) 5 + ,c - K ' 
in fo ferne 

^(^ w)" c = - C,L ^( 1 - w) 

* - c i c i c i 

~ h+1 + 2(h+l)» + 3(h+i)» : + *" *• 

ifl, unb 

(c \ c c a c* 

1+ "E+r; = "E+T" 2(h+i>» + 3(h+i)' ~ *■*•. 

I 

»Ott bem borigen Sogaritymen fubtra^irt »erben muf . — 

<5e(t man nun (ier naefc unb nag h+1, h+2, ••• h+n-1 jtott h 
unb abbiit man alle ent|ie$enben <$let$ungen, fo erhalt man 

3) Logn hm ^ c = Log*hj>+*, 
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WÄfyvenb c beliebig reell gebaut wirb tmb ni#t tmenbli($*fltof . 



»o S bie (Summe *on n ton&ergenten Otriven tjt, »eU$e au$ fo (teorb* 
»et »erben formen, namli$ 

4) S = * C (l+c) • [^jyj + ^ + ^ + ... + ^j-J 

+ ic < 1+c8) *[^ + (5W« + (W« + •" + <EhM 

+ in inf. 

DenFt man fi$ nun h enbli$ (aber grBfjer als ber abfolwtc SDerfy oon c), 
nimmt man bagegen h-fn = y = od, fo gefct J7 h+n#c in c! unb bie 
£orijontalrei&en iit bem 3to$bru(fe für S, ge$en in unenbli<$e, aber con- 

»ergente SRetyen über, gerner ijl zr h c b. %. ^ • h c , fo oft c 

(1-fc) 

nidjit ntgattso ganj ift (»eil fonjr ber Sfoäbruä bie gorm -tt annimmt) alle- 
mal cht oefHmmter enblic$er SBerty; folglidfr ffr J7 C ober c! allemal eist 

bejKmmter enbltdfjer SBerty, fo oft bie in bem SluSbrucf für S jur &e<$trn 
in 4.) »orfommenbe (öertitol getriebene) unenbli$e Steige (beren ©lieber 
alle felbjl »lebet con&ergente unenblidjje SRctyen (inb) ebenfalls als eonftergent 
erfannt toirb. Die* festere iji aber be^alb ber Sali, toeil h großer al* ber 
«bfolute SBerty öon c gebaut toorben ifl. — Silfo fcat c! immer einen be* 
Pfmmten enblü$en reellen SBerty, nur ni<$t toenn c negatio ganj ifl. — 
Diejj ifi ber Setoet* be* ©auf, bem Söffen na*. — 

33erjte$t man aber unter n ve ben no<$ allgemeineren SfoSbrud 

ft v|r 

—r- •(vr) c in 1. jur ffltfytn für jeben enbli^en SBerty bon v, fo 

(a+cr)* ,r 

$at man no$, wenn betüürje toegen — = b gefegt toirb / 
^h+i,c _ /h+l\ c 1 (. 1 \- c 1 



b+h ' h+b 

folgli* 
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«. 102. 

5lu6 tiefen Definitionen feigen nun fofllet# We bret $attyt* 
@tgenf haften bet reellen gaftotieflen ( noeld^e fftt ganje (fr* 



*v*t*u = ^\+ "ETT + 3(M)» + 3(h+i)* + *• *■ 

\h+b 2(h+b)* + 3(h+b)» ~ ,c# ,c 7 

toenn man nur h (0 grof (jjofitiö gang) nimmt, baß h+b grifft toftb 
al* ber abfolutc SEBerty bon c; b. 5. t$ ijt, toenn man Immer ; $toei nnter 
einanber ße^enbe ©Hebet beibet nnenblicjen ffietyen «ereinigt, 

Logn Mtt = LogU hte +c (b4 .y +b) + ^^ + ^,) 

©efct man nun $ier $eretn na$ nnb na$ toieber h+1, h+2, — b+n-1 
ftatt h «nb abbitt man toieber alle <SHei<$nngen, fo erhalt man noc$ 



(h+t)(h+b) T <h+2)(b+l+b) T 

+ (h+n)(h+n-i+b) ] 

f ©lieber, toetye für n = od entföieben etnei 

tettbli$e ®nmme $aben, ba h-fb>±c j* 

Da nun bet gntbrud ,n hc allemal einen befHmmten ©erty )ti, fo lange 

nii^t, »eil h+b>±c ijt, b+c = ©bet negati» gan* i(t (b. $. fo 

lange fein kennet nidfrt loirb), fo $at a»$ ^^a,e f ör h + n = v = Ä 

b. (. (na$ 1.) a c ' r , für jeben reellen SEBerty bon a unb c einen 
befümmten reellen SBerty, toenn r pofitio ifk. 

®mi bajfelbe laßt fid^ auf biefelbe ffietfe oon bem 2*« $n*brn<! jnt 

Sterten in II. b. $. bon a c| ~ r betoeifen. 

fllfo W va$ ben obigen Definitionen I. n. II. bie reelle gaftorieHe 

a c,r , *o a, c nnb r beliebig reell (gang ober gebro^en) ffob, allemal 
einen bejKmmten reellen SBerty, mit ben einzigen ffo$na$men «) bei einem 

pofttioen SBerty »on r, toenn — +c 9JnH ober negati» gan§ ijt, unb 

ß) bei einem negativen SBerty bon r, toenn a negati» nnb fo ijt, bag 

1-— Hnd ober negati* ga«s toirb, »eil in biefen gntnatyntfaBen ber 
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ponenten bereit* in ben dummem 6.-8. fyirtgejiettt flnb); nam* 
li<$ al* erfie ^auptcigenfc^aft bie ©leidjung. 

IV. a c " » (a+(G-l)r>i- r f 

»enn nur a f c unb r beliebig reell ftnb *). 

Serner §at man al* jweite £aupteigenf#aft ber reellen 
gaftorietten bie @leid)ung 

V. a*-*-»! 1, = a m i r .(a+mr) n i r = a n i r »(a+nr) m ' r , 

ttrie autf) a, m, n, r reell gegeben fe^n mögen, wtrm nur 
feine ber Skfen unb feiner ber @#>onenten unenbli<$* grofl i% 
unb feiner ber 2lu*bru<fe bie SRuH im Kenner erhalt, roäljrenb 
leitete ausnahmen in ber gefammten 2lnafyjt« ft<$ fo ton felber 
t>erjiefyen, baf* n>ir »on nun an nidjt mefyr befonber* baran er* 
innem wollen**). 



4 

9ltt^bntcf / bat bie gaftoriette a c,r »orfleüt, bie gorm -g- annimmt, mir 

*rl$er feine föecfcnuttg me$r ftatt finben barf. 

*) Sefct man namliefc in §. 101. II. , unter ber a3orau*fe$nng, bafl r 
jwfiti» iß, ftatt a je$t a+(c-l)r, fo fnbet ft<$, trenn man ben Reiten 
BuSbrucf nimmt 

(a+(c-l)r)*'- r = ** |r -(*r) c fftr » = +ao; 

(a+cr) ,r 

nnb tiefer $to*brucf jur SRecfcten ift (na# §. 101. ]., ober na$ §. 101. II. 1.) 

au<$ genau bie SBebeutung bon a c,r , toenn r pofitfo. — 

3fr aber r negatfo, folglf<$ -r pofttfo, fo gtebt biefelbe fo eben 

rrtoiefene gormel IV. / toemt man bafelbji ftatt r bie jrfct bur$ — r an$* 
gebrüdte pofftfoe 3a$l fefct, angenMi(flt# 

(a+(c-l)r) c, - r = a c ' r , 

ftetye ©leidjung biefelbe gormel IV. ift, unter ber JBorauSfefcung jebo($, 
baß r negativ. 

**) Der S3et»ei$ biefer gormel ma& no$ $ier flehen. 
<&€ ijt na$ ber Definition in I. 

mir / \in I 

* = (a+mr)"'' ' I ® v " = ±c0 ' M«**«» 

w' = A^rf'U •<">" [ r C2*}- 

(a+(m+n).r) v|r J 
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3n Mefer gormel V. jieden aber no(§ folgenbe : 



A m|r 

V. 1. a»-"!' = 



(a+(m-n)r)»l r ' 

»erat m, n, a unfc r beliebig teell gebadjt wetten*); 
V.2. aM'=a, folglich 1! = I5 

V.3. a°i'=l, fotfllicb. 0! = 1;**) 

V. 4. a-»i' = - — ^— n-1 au« V. 1. 



(a-nr)»!' I "7* * ' 
1 j- fwrm = 0, 



V. 5. a-»i r = - — =-3-— unt> au« IV. 

(a— r)"'-* 

wie aud) iebeömal a, r unb n, wenn nur reell, ttotau«gefefct 
fe^n mögen; fetner 

V. 6. a'i' = a • (a+r)*- 1 !' = a«- 1 '' • (a+(c-l )r) ; ***) 

V7 ** _ afr-'W _ (b+cr)< a -'»- ,1 l r 

•'• b c i' — (a+cr)< b -*) :i ! r — b( a - b > :r l r ' ' 

fl b l' 
V ' a - a W-=(a-N'-) b - c|r }it) 



SWnUtylicirt man nun tiefe beiben ©lei^ungen mit etnanbet, fo giebt bie* 

a m > r .(a+mr) n ' r = — ^-.(Kr) m+n 

(a+(m+n)ry' r 

für , = **, ie na*bem r {^ } <fc 

unb biefer tfuäbrutf jur SRecfcten iß (ttiebetnm na# §• 101. 1.) ntc^t^ »euer al* 

a m+n|r . 

*) SWatt erhalt bie* foglei<$, *enn man in bet V. m-n jtatt m fejt. 
**) Die V.2. nnb bie V.3. folgen au« bet V., wenn man in leitetet 
m = n+1 nnb au$ m = n fe^t, babei abet n pofittb gan$ ft$ 
benft nnb flatt ber SaftorieQen bie 5Probn!te (tyuibijferentet gaftoren 
fflteibt, benen fte na* 1. nnb 11. be* §. 101. nnb §. 100. 9t. 20. 
öleidj ftnb. 

***) 9foa bet V., »enn man m = 1 nnb n = c-1, ober m = c— 1 
nnb n = 1 fefct nnb bie V. 2. ;n £ilfe nimmt. 

■fr) ©eil (na$ V.) bie $rcu#robufte einanbet glei$ ftnb. 
ft) %n* V., tpenn in = c nnb n = b-c gefe$t »itb* 
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V.9. * cil = ( \t^T)! )! (aU * IIL U ' V 8 ° 5 

fo wie nodfc (aus V. 6. unb V. 9.) 
V.10. b! = W- 1 = b.(b-l)!: 

V. 11. (b-1)! = (b-iyi^-Cb-o-l)! 

= (b-c-l)!X(b-c)* r 

toatyrenb überaß a f b f c unb r beliebig reell (pojttto ober 
negatto, ganj ober gebro#en, rational ober irrational) gebaut 
fmb. — S)urdj bie gormel V. 9. iji aber iebe §af torieile mit 
ber SMfferenj +1 (alfo, nad) 1V V au<$ febe gaftorielle 
mit ber fDiflferenj —1) allemal in gaful täten auSgebrücft, 
toie auä) fonjl bie 33a|t3 a unb bie 3)ifferenj r, wenn nur 
reell, gegeben fetyn trögen *). 



*) <&$ toirb cm <2rnt>e be$ jtapitrl* gleißt toerben, einmal, baß für jeben 
poptfoen SBerty öon x 

/* < V 1 .«*- 1 .d* ober /^(/.i^.dz = (x-1)! 
^o ^ o 

tft, unb bann, baß man biefeS beßimmte Sntegral $5ußg bur# r x bejeic^ 

mt unb ©amma*Sttttftion nennt, fo baß man bie »orfhjenbe dNeid&ung 
auty fo ^reiben fann, namli^ 

» 
toenn z }totf$en —1 unb -fao liegt; bann folgt/ baß bie 8ormeIn 

V*9.— V.U. au# (Eigenfd&aften ber fogenannten ©amma*Öunf Honen 

(bie au$ bie GuUr'föen Sntegrale fetter klaffe genannt »erben) aus* 

fpred&en, namlidji: 

V.9. ' 3^= -^±2-, 

V.10. *b+i = b,r b, 

v.u. r b = (b-l) !- 1 .^., 

= (b-c^.r,,.,,, 

«Sfyrenb |>iet (»itl aUgtnuiner alt in bet £e$re b« ©amma-gunlttonen flt- 
»8|>nH<$ naggftoitfen wirb) c nt$t bloß poflti» gatt), fonbmt beliebig 
reell gebaut iß. 
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<Snbli$ fommt bie b ritte ^aityteigenfdjaft ber reellen 
ftaftoriellen, nämli<$ 



VI. a°l r = (y) Xh% 



wenn nur a unb c unb r beliebig reell, bagegen h be* > 
liebig pofitifc gebaut »erben unb wenn bie *ßotenj h c iljren 
^>cfitit>en SBerty ttorjiellt *). 

3jl bagegen ber ©jtyonent c pofitto ober negatfo ganj 
ober 5RuH, fo gilt bie gormel VI. für jeben pofittoen ober ne* 
gattoen, reellen ober imaginären SBertfy *on h (na$ §,99. 
SR. 8.). 

2)arau$ folgt aber nod): 

(a VI 1 
— j , wenn r poftti* ift, 

*) G* iß namlitf (naä> I.) 

*> aC|t = S^" (vtf ' * x " = ±QD# ,e nm * bm r Ä} 

/^vdWh) (a:h)''< t:h > / ^\c 

2 > Vh/ = / a +crY l(r:h> ^* h ' 

\~~K~f 

rpojitto 



füt , = *«>, it»«*bm -H-CaJL}- 



1» 

SBirb nun h pofitit» t>o rau^ßcfe^t, fo baben r unb y 

cinerlri 2$orjei<ben, unb e* ift baber nun in beiben öoi^cnben ®Iei- 
jungen (1. unb 2.) y = +ao, »tun r pofiti», unb in beiben juglefcb 
y = -od, »emt r negaii» i(h Da alfo bann in beiben <$lei$ungen 
(1. u. 2.) bie Sebeutnug t»on ? eine unb biefelbe iß, fe erhält man, fobalb 

tu bet 2.) 3äbler unb Kenner mit h" mulitylicirt unb $. 99. ft. 8. atoge* 
toanbt toitb, and bet $erglei$ung beiber augcnblicflub bie obige ©Iffdjmrtg VI. 
3ft bagegen h negafti*, fo bat naa) ber Definition ber reellen 
galtorielle in I., ber SBuibjtobe y in beiben ©let^nngen 1. unb 2. Jebe*mal 
eine * er f Rieben* Sebentnng, in fo ferne er in ber einen poßti* genom* 
men »erben muf , fobalb er in ber anbern negatfo iß nnb umgefebri, unb 
bie gebaute $erglei$nng finbet baber nun ni$t mebr flatt. 
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unb bie *ßotenj r c ifyren ipojttfoen SBertl) fcorjieHt; femer (in 
aSetbinbung mit V. 9.) 

VI.2. a c » r = r c .^- ^ — , wenn r pofttia, 

(t->)' , - 

wäfyrenb a unb c beliebig reell aorauSgefe&t »erben unb bie 
*ßotenj r c fle» tyren poftttoen äBertl) »orjieflk — Slber eben 
beSfyalb iji aud) no# (nad) IV.) 

VI. 3. a c i- r = (a+r-cr)* = r c - (a:r) ; , wenn r ^>of itifc, 



(f-) ! 



alfo — r negatto ifi. — 3>afl bie ^otenj r* flcte iljren pofc 
Hoax SBertl) sorjiellt, wollen wir in ber golge nidjt mefyr befon* 
ber* erwähnen, fonbern immer jHHfd&weigenb ttorauäfefcen. 

2>ur<$ bie gormein VI.2. unb VI. 3. ftefyt ft$ aber jebe 
gaftorielle auf bie einfa^jien ber gaftoriellen, nfimlid) auf bie 
gafultaten jurücfgefüfyrt.*) 

2>e$I)alb ISft jt# nun aber au<$ ber n te 93inomial*Äoefft* 
jient ber m tett *ßotenj eme$ 33inomium$ (au<$ wenn m pofttto 
ober negatto, ganj ober gebrochen, rational ober irrational i% 

unb ben wir ftete burdj m n bejeidjnen, wäljrenb er = — p- 

ifi), allemal in lauter gafultäten auäbrüden; benn man ftnbet 
au& VI. 3. (ffir r = 1 , c = n unb a = m) otyne SBeiterrt 

VT . ml 

VI. 4. m n •= r^ — r , 

(m— n)! nr 



wifyrenb jwar n pojttto ganj gebaut wirb, aber m— n wie m 
ganj beliebig reell fetyn fönnen. 



*) SBoHtc man al* befannt borau*fefcen, b<rf • (x-1)! = r x iß, fo 

oft x pojtrfo gebaut Wirb, — fo feare mitteilt ber gormefo VI.2. unb 
VI. 3. jebe reelle gaftorteHe in allen ben Satten in ©amma-gwnftfonen an* 
flebrüeft, in tteW&en bie 3 e ig er (bie $eränberH$cn) biefer ledern i>o|Ufo 
»erben. 
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3fl enblidj ber @fl>onent c !pofitit> ober negativ ganj ober 
9M, fo selten biefe ftormeln VI. 1.— VI. 3. für ieben pofttiven 
ober negativen , ganjen ober gebrochenen , rationalen ober irra* 
tionalen, ja felbfi imaginären SBertli) von r (na<$ §. 99., bejfen 
Ä. 15. fdjon mit ber VI. 2. übereinjHmmt). 

Slnmerfg. 3n bem vorltegenben §. 102. iji aber nun 
aUed jufammengebrangt , *va6 für bie Sljeorie ber reellen %ak 
torieHen unb für ba$ Steinen mit benfelben nur immer tt>id)tig 
unb nriffenStvertl) ift, fobalb man nur bamit verbinbet, 

1) baf bie galtorietle mit pofitivem ganjem Opponenten 
ein *Probuft von eben fo vielen äquibifferenten fjaftoren bebeu* 
tet, unb 

2) bafl bie in IV.— VI. ausgeflogenen brei «^aupteigen* 
fctyaftenber reellen b. fy. ber a tigern ei nfienftaftorieHenfoldje 
ftnb , bie jeber Slnfänger ben $Probuften äquibifferenter gaftoren 
gu jieber 3«* auf 6 SReue oljne 2Bettere$ abfegen lann. 

3)afi Äramp bei feinem SDiangel an grünblid) er ernennt* 
nif ber (Elemente be$ ÄalfulS, bie gormel VI., »eil fte bei 
ganjen (£fl>onenten für ieben SBertl) von h gilt, überhaupt 
für allgemeingültig gehalten unb fte in allen gdHen angetvanbt 
f)at f au# in benen, wo fte ni$t gilt, — fol<#e$ if* atö bie 
eine ber beiben £attytqueHen aller ber 3Biberft>rüd)e anjufefyen, 
in tveW&e er ftd) in feiner Analyse des refractions astron. et 
terrestres 1799 (im 3ten Kapitel) verwicfelt ftebt*). — $af 



*) ©efcte man §. 93. in ber gormel VI., -1 jtott h, fo erhielte man 

a c ' r = (_a)- c ' r .(-l) c ; 
baran* folgerte bann, für c = % i 

a*' r = (-a)-*l'.y=I f 

t»&$renb a* ,r unb (-a)~" i|r ber Definition I. jufolge (welche 
Äramp jtoar nt$t auffyriify, aber offenbar, tneflctty jtdjj felbfl unbetoujjt 
im ^(ntergrunbe $at) reelle SBertye fyaUn, fo bafj biefe (entere <$iet$una, 
eine entfttyiebene Unrtyiiajfeii enthalt. 
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man aber bie fo fy&$ji wi^tige 3bee be* Ätam<> foatet fo 
wenig beamtet fyat, fann nur bebauert werben. 

§. 103. 
3 eben bet beiben gleiten Quotienten in V.7., namlidj 

a e|r R (b-a):r|r 

b c l r = (a+cr)< b ~ a > :r l r 

f ann man (nati) V. 5.) in einen Cluotienten fcerwanbeln , in mU 
tym 3ä^et unb -Renner abermals gaftorieHen mit gläsern Q& 
ponenten unb gleitet SMfferenj jmb, wo aber beibe le&teren bic 
entgegengefefcten SBorjetd^cn fyaben. SBenn man nun auf Styla 
unb SRennfcr eines feben ber 4 gleiten Duotienten , bie man nun 
l)at, nodj biegormellV. anwenbet, bur# weld&e ba$ SSorjeicfyen 
be$ @fl>onenten un&eranbert bleibt, ba$ bet 2)ifferenj bagegen 
ba$ entgegengefefcte wirb, fo erhält man 8 gleite Quotienten, 
beren 3äfylet unb -Renner jebeSmal gaftorieBen mit gleichem (§p 
ponenten unb gleitet iDifferenj jmb, wätyrenb bie lefctern jugleitb 
alle Kombinationen ber 3?orjetd)en aufweifen. — @$ finbet fit$ 
alfo: 

a c ' r _ (b— r)~ c <- r _ (b+cr)-^ _ (a— r+cr) c >- r 
hc|r — ( a _ r )-c|-r — (a+cr)- c i r ~ (b— r+cr) *-' 

a (b~*):r|r ( a __ r «[_ cr ya-l»:r|-r 

== (a-|-cr)( b - a > :r i r === (a— r)< a ~ b > :r, - r 

(b-}-cr)< a - b > :r l r ^5 — r )Cb-*):r|— r 

"b(a~b).T|r ^ (b_r-|-Cr)< b - a > :r l- r * 

Jffienn man ft<$ in ber Sitbung biefer 8 gleiten Cluotienten 
etwas einübt , f o begegnet man bei bem Steinen mit gaftorießen 
m<$t leicht meljr einer ©c^wierigfeit *). 



VII. 



*) SWan erfennt bie ©letc^eit je jtoeier biefer 8 Duotienten au<$ o$ne 
SBetiere* baburg, baß man »on ber ©lei^eit ber Äreu$|>robuJre ft$ über* 
tragt, unb jtoar tinfa unb allein »ermöße ber fetten (in V. au^gebrüdten) 

£ant>teigenf($aft ber 8aftorieu*en , $&<$fien$ no<$ mit 3tt§ie$ttna, bon a° Id = 1 
(<5. V.3.). 



f * 
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8. 104. 

3Ba$renb bie £>eftmtionen 8. 101. I.— III. Me gebro^e* 
neu gaftorieöen auf bie ganjen jurüd fönten , b. fy. auf *ßro* 
buftc äquibiff eventer , wenn aud? unenblic^* vieler gaf toten , — 
formen biefelben ©leic^ungen nod) baju benufct werben, um 
Cluotientm* (93erl)ältmjfe) f öftrer gangen ftaftorießen in gebro* 
<$ene gaftorieHen, b. f). um (ber gorm nac§) elementare 
2luSbrücfe in tranfcenbente umjuformen. 

»amentltcty giebt bie III. beS %. 101., wenn 1+c = b 
unb aud> 1+c = a gefefct wirb, unb wenn man bann bie 
entfie^enben (Steigungen bur<$ einanber btoibirt: 

VIII. ^^i =S -Fir ,y fc r " = +<*> unb ganj, 

wafyrenb man (au$ 8. 101. III., wenn bafelbji a— 1 jiatt c 
gefegt wirb) in folgen 93erl)Ältniffen aud) einjeln 

IX. a^ 1 = \y «y*- 1 für v = +a> unb ganj, 

folgern fann, wenn biefer ©lei^ung an ftd) audj leine anbere 
35ebeutung ate bie ber II. be* 8- 101. untergelegt werben barf. 

95on biefer Umformung (ber gangen gaftorieDen in ge* 
bro^ene) fann man aber bie erfolgreichen Slnwenbungen 
ma^en, in fo ferne baburd) bie elementarste ©let* 
<$ung jwif^en 5ßrobuften, gu einer @let<$ung jwi* 
f<$en freit Sranfcenbenten füfyrt, bie wir gebrochene 
galt oriellen nennen (unb wel<$e fp fiter in befonberem 
gafle in ©amma'gunftionen übergeben werben). £>ie nätyftctyTU 
ben ©eifpirfe mögen bie* näfyer na^weifen. 

8. 105. 

(Srfiee SBeifpiel. JDrüft man Sinm unb Sinbn 
(naä) ©nleitg. 8. 13.) in *ßrobufte von unenbli$*feielen Saftoren 
au*, fo finbet ft$ foglei$: 
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Sin&n _ a'H.fl-a)"' 1 _ J^_ (1-a)'" 1 . _ , 
Sinbn ~ b'H.a-b)'! 1 ~ b'H '(l-b)'i 1 • T«t » - + <», 

wo a unb b beliebig reell t>otau$flefe|jt werben. ©efct 
man nun biet bereut ftatt ber 93etf)a1tniffe bei; ganjen gafto* 
ri eilen, bie ihnen gleichen SfaSbtüde au« VIII. , fo erbält man 
augenblirflicb : 

• Sin im _ (b-l)l (-b)l _ (b-1)! (-b )! 

Sinbn ~ (a-l)!*(-a)l (a-1)! (— a)! 

(na(b S- 102. V. 9. u. V.4.) = tP-*\K(l- a y-o>-w = *j^^ 

fl b-»U C1_ n '\«— *|i 

Ort» §. 102. IV. «. V. 4.) = (^^n- - U fcHn 

(na<6 S.102. V.7.U. V.4.) * J i=iZir]r = gzj^jsr. 

a c U 
©0 oft alfo in bem Quotienten -j^- jtoeier gaftoueHen, bie 

benfelben (§fl>onenten unb t)ie Diffeten» 1 fyaben, bie Summe 
a+b+c ber beiben S3afen a unb b, unb be« gemeinftyaft* 
Hdjen @tf>onenten c, ,bet/<5inl)eit gtei# wirb f fo oft iji biefer 

Ouoticttt «jg^jj Ä f oaud& 

__ jSfo(l—a)re __ «Sfoare __ Sfti(l— a)rc 
"~ iSmbTT ~~ £m(l-b)7r ~" &»(l-b)7r * 

SKulti^lieirt man biefe ©(eid&ung X., nämlid& bie@leic$unfl 

Sinüu __ a i-a~b|i 
£m brc ~ b 1 -*"^ 1 

mit b, beben». man babei, baf (naäf §. 102. V.6.) 
b i-a-bji = b-Cl+b)-»-^ 1 tji, unb fefct man na$getyenb« 

b = 0, fo er^dlt man (»eil J?glL fß t b = in n 

übergebt, julefct toegen §. 102. V 9.) 
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x , { n l" a|1 k } (a-D! (-a)! 

' ober (a-DK-a)'-^, 

wenn nur a beliebig reell ijl*). 

©efct man in ber XL a = {, fo geljt b,er»or: 

XII: (-£)! b. I>. l-*! 1 = jus 

SBeil ober (nacb, III. unb V.) 

(n-£)l = l"-*! 1 = l-»+»ii = l-»H.(^)n|i 

unb (nadb VI.) (^ = -^1 

iß, fo folgt nun aueb/ nodj, wenn n beliebig re«ll ijl, 

XIII. (n-|)! = -^-.^••)} 

tmt> für n — 1, 

XIII. a. (£)! b. $. i*» 1 = £>/*r. 



* *) SöoUte man 

(x-l)t = r x fo oft x |> of Uib ift, 

als bereite ertoiefen öoranafe&en (»a$ »tr jeboc& &ier ntefet tyun), fo toürben 
biefc (SHei^ungen X. it. XI. fogleuj toteber in (beFannte) <£tgettf«^aftcit ber 
©nrnma-gunfHonen übergeben / fobalb man bie3rtfier bei fejtetn pojftfo »o*» 
ansfe&t. Die XI. fle&t bann fo au«: 

ttebrigen* getyt au$ ber XI. bie X. au$ fogleitf baburifc triebet fcetbor, ba§ 
man in ber XL juerjr b flatt a föreibt nnb bann beibe (Dletyttngen buv0 
einanber bfoibitt. 

Slbet ancj bie nun oben im Ztxit noc$ folgenben Sormeln XII. — XVII. 
geben in <£tgenf$aften ber ©amma-gunfrtonen über, fobalb man bie ©let* 
(jNing (x-l)l = r x als befannt öotauSfe&t. 

**) Dabnrcfr iji # <n-i)r in allen ben gätten boflftönbig ausgewertet, 
in benen n pofttib ganj ff*# toeil bann 

l n 1 2 = 1.3.5. ... (2n-l) ifh - 

VIII. 20 
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m* in X. a-K ftatt b gefefct, fo ergiebt ftd): 

HV - ^^ - ( _a)ti-i - (-l+a)l (-«)! (V,9) ' 

wtm nvx a beliebig reell iß. 

SRultiplicitt man bie jweite gotm feet XI. mit a, fo nimmt 
Mefelbe ©leitfung (nadb, V. 10.) folgerte ©eftatt an 

XV. a! (-«)'. &• &• iali.i-»u = --^f — . 

Stn&Tt 

Unb wirb in XI. a-H ftatt a gefegt, fo ge^t fie übet in: 

XVI. (_H.a)!(-$-a)! M- H+«i».l-*-i>= -g^, 

s 1 

wo flett a beliebig reell gebaut wirb. 

SBirb ferner in ber ©letc^ung XI. ftatt a nad) unb na# 

— , —,—,... -^— fubßituirt, unb multtylicirt man bann 

bie entßefyenben @(ei$ungen alle mit einander, fo fommt 

[(!--)> ß-'Ml 1 -)'--^-')']' 



Sin — n»Sün — n*Sm — n ••• Sin n 

n n n n 



n 



SBeil aber fyier ber Wenner jur Siebten = -^^ ifi*), fo 



* 



) Stfefen S93crtb finbet man foßlet<$, toenn man He bur<$ 



x n -l 



x-1 

%t$&m ft«ije guHftion »om (n-1)*» (Diabc in tyre n-1 Safteten jerlegt 
(toetye aOe bnrej 

x — Co* — 7i — i • Sin -^-n 
n n 

au^ebrücft finb, »enn p = 1, 2, 3, ••• n-1 genommen toirfc) unb bann 
in bitfet %\t\$*n * = l fefct. $tat er&ätt bann w «Wen bie 3«$r n, 
i«t Sterten bagegen ba$ Jrobuft bee n— 1 gaftoren 
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erhält man tyieraitö no$ 

™ (!-■)' (!-«)• (!-«)' - (^-') ! 

__ (2yr)^ p ~ 1 ) *) 

wo jebod) n pofittt) gang ttorauSgefefct worben ifi. — 

2lu$ tiefer gormel XVII. gebt aber bie XII, wichet atö ein 
befonberer gaö fyersor (für n = 2). 

$. 106. 

2ltö jweiteS Seifpiel, an »eifern erfannt wetbenfann, 
wie man Don ben elementaren Sßafyrfyeiten ausgeben unb fie 
unmittelbar in Sigenfcfcaften unfrer $ranfcent>enten, nämlid) ber 
gebrochenen gaftorieCen umformen tarnt, nehmen wir bie 
SBafyrljeit, bafi in bem *Probufte- 

b(b+l)(b+2)(b+3) ••• (b+2y-i) 

son 2v gaftoren, ba$ s 4?robu!t au$ bem i Un , 3 trtt , 5 tm , ... 
C2^— l)*« 1 galtor, eine gaftorieße mit ber 2>ifierenj 2 bittet, 
bafi man batyer fyat 

1) b 2 "^ b^.(b+l)"i% 



l-Cos*£n-i.Si»^n 



n n 



b. b. 2.Sin£-n.[sin¥-n-\*Cos^7t\. 

v n V n n / 



• 9ton f|J aber. ba*5Pwbuft ber n-1 eindämmerten gaf form = 1, toeft 
ba* 3>robuft fc zweier berfclben (für p = r nnb für f* = n-r), He 
»bm 1»«* imb legten glefifc weit abfh$en, = 1 ift ^llfo fällt ba* #eb<m|>- 
tete in bie Stoßen. 

•) 3lu<$ biefe (Biegung enthalt (i»eil foater ßefunbrn toirb r x = (x-i)!) 
eine f$on »on Guier btngeffrflte ßfeenWaft ber ©amttw*gttnft{onett, nSmK<# 

r r r r - P») 4 *" 1 * 
JL -1 i- *" yi ~ 1 *~ Vn 

n n n > n 

tmb (für n = 2) /* * Vtr. 

20* 
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ober, wenn man na$ bem ©afce $. 102. VI. bie gaftoriellen 
mit ber ©ifferenj 2, in fol<$e mit ber 2>ifferen} 1 umformt, 

ober, wenn man liebet 2a flatt b fd?tett>t, 

9 . (2a)"n _ 

" 2»'.a'i l .Ca+^"i I ' . 

fo bafj bet ftuäbtucf Hnlö füt jeben pofiti»cn ganzen SBettlj t> on 
y, unabhängig ijt von a. 

3Denft man fh$ nun in biefet ©leidbun«, v = -\-co unb 
ganj unb flatt bet gaftorietten 

(2t)*i», a'l 1 unb (a-K)"! 1 

au* «. 104. IX. bfjüglicb bie 3Berti)c 

^ ; * (2k)««-\ , • , .y- 1 unb ■ , ... .y-» 



(2a-l)! *""' ' (a-1)! " ,,v (a-£)! 

gefegt, fo geljt bie @lri$ung 2.) augenfclitfli<$ (weil nod) 

(2v)\ = l 2 -'i «o l«i».2'i» = l-i». 2'. r! ift) ober in 

ax (a-1)! (a-i)! 2*- 1 2"l J „ . 

welche ©leidjuug eine merfwürbige ©igenfdjaft ber getrogenen 
gaftorietten au$fori<$t, nÄmlid): baf ber Sluäbrud linW, t>on a 
ganj unabhängig ifi unb für jeben reellen SBertl) tton a ber* 
felbe bleibt , wie er jic$ für irgenb einen befiimmten SBertl) von 
a einmal gejeigt fyat. 

SBefl aber berfelbe SluSbuuf, für a = 1, (wegen 0! = 1, 
i! = l, (^)i = y n (§. 105. XIII. a.) in } /n übergebt, 
fo folgt nictyt bloß barauG 

4) ynr = -j;,^- fü* v = -foo, 

fonbern au<$ na$ 

XVIII. (a-1)! (a-£)! = (2a-l)! 2-w.y/n, 

wäfyrenb a beliebig reell fet;n fann*). 

*) Onabrirt man bie obige ©leigmtff 4.) itttb fe&t man (tta<$ V.6.) 
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§. 107. 

3>ritteö 93eif»iel. ©anj analoge« etbält man, wenn 
man von einem *Pvototft von nv äquftiffetenten gaftoten au** 
gebt unt> bavin t>en 1*», (n-f 1)*», (20+1)«« •» [(v-l)n+l] to 
gaftot in eine gaftoriette jufammenfafjt, bamt ben 2**, (n-\-2) M , 
(2n4-2)*» «• [(»-l)n+2]« w , wfebet in eine, u. f. w. f. — 
ÜKan fmbet bann genau wie im 8. 106. 9t. 1. (ffit n = 2) 
iefct, fobalb n wie v »ofUi» ganj »otaufyefefct wetten, 

1) b»'! 1 = b'l n .(b-^-l)'l n .(b+2)'l ,, ••• (b+n-l)'i" 
ober, weil (na<6 «. 102. VI.) (b+p)'i n = ^±EY'.r iß, 

b. I). wenn fogleidj na ftatt b, alfo a fiatt — gefefct toitb, 
(na) n,, ' t 'n-'"' . 

^T+t) - ( a+ — ) 

©efct man nun tioieber fyiet fyetein, inbem man jidj v = 4-°° 

benft, ftatt Der gaftoricOcn (na)^ 1 , a*» 1 , (a+~) * 1C - * c - 



1"|2 _ i.3"-i|8 = 3 .'-i|2 / _ Wt)iWrt matt wit 2 unb mttlHplicitt man 
$en kennet yxx Rttytn mit ^L = i ffi t v - od, fo rtdiebt (f* 

fogld* (»eil tu* (na* V. 6.) 3"- 1 ' 2 .(2*+l) = 3" 12 ifi) 

2 H2.2 v|2 

unb bied iji ber befannte, suerfl bon SBalli* Gegebene $u*brml füt w- 
Unb ifr fpater r ft ^ (a-1)! na<$9e»iefett, fo ge&i bie GHetyung 

XV11I. fo ö ldd> au* in eine «tßenföcif* ber ©ommo-gunnioncn übet, »enn 
nur in Uferen bie 3ei$et vofttto botatttyefejt »erben. 
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V '* We tyttett flleidjm SfoSbrihfe au« §. 104. IX., fo 



(«*& 



jje$t tiefe ©leidjung 2.) augenfclidlid) übet (weil 

—+—+—+ ... +— = i(n-l) Wirt) in 



3) 



(a-Dl/.+l.-l). ... / a+ ?Ll_i\! 

n"*- 1 - : rrr-^ 



(na-1)! 



(ny)!y*<A-i>' 

fo bafj bet Shtfbtuä jut ?infen, &on a unabhängig ifi imb 
fem SBettl» füt ieben Sßettl) *on a betfelbe bleibt — 9hm if* 

abet betfette «u*btu<f füt a = — (na<$ $. 105. XVII.) 
= (2 ^ nl> - (»eil 0! = 1 ifl); olfo gel)t bie 3.) übet in 

XIX. (a-1)! (H-j— l)l - (H- 5 ^--!)! 

=* (oa-1)! (2^)« ,| - 1 >'n-» a -H, 

tt>el$e6 eine neue ©genföaft bet gebtodjenen gaftotieflen i% 
in toelc&et jebo<$ bie im vorigen §. 106. XVIII. ausgeflogene 
afe ein befonbetet gaH (für n = 2) ftecft*), fon>ie au# no$ 

bie XVII. (für ö = y)" 

»nmetfg. SBaS abet t)iet §§. 106. T07. nur Seifoiete* 
tpeife na%etmefen werben ijt, ergiebt ji$ nod) t>tel einfacher, 
weil ganj Don felbfl, fobalb man fortfährt, alle ©genfdjaften 
bet ganjen gaftotieHen (b. !). bet *ßtobufte äquibiffetentet %ah 
toten) }u untetfud&en, in ttrie weit pe auc§ für gebtoc^ene, 
alfo überhaupt für reelle gaftoriellen nodj gelten. 

*) ©o tote foatet bie ©aWctt, tag r a = (a-1)! iß, fobalb a 

pojiK» gebaut totrb, naetaftrfefen tfl, fo g^t ouefr biefc ©letgung XIX. üt 
eme (pterß »on Scgeitbre auf bem gBfgc ber Sttitgralrttymmg braurtte) 
©gcnföaft ber ^mnraa'gunfttotun übet. 
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$. 108. 

€o j. 33. gelten bie befreit ©lei<$ungen jwifdjen ganjen 
gaftotieHen, von benen wir in fcen fg. 106. 107. ausgegangen 
fmb, namlkib bie (Steigungen 

XX. b*!» = b«i 2 .(b+l)«i 2 = 2 fc .(-^) C|1 .(^ii) C|1 
unb allgemeiner 

XXI. b»«! 1 = b°l».(b+l)«l».(b+2) <! i n •» (b+n-lyi» 
.= n »c(|) c,1 .(b±l) c|1 .(b±2) c|1 ... (HH»-* ) c|t 

aud) no<$, wenn c beliebig reell tji, fo lange nur n po* 
f iti\> ganj bleibt. 

3(1 o tote n pojltt» gang, fo »erflehen ß$ tiefe ^leu&nnfen, fo&alb 
man no$ §. 99. 9t. 8. *u $ilfr nimmt, a,anj oon felbfJ. — 3m gflfeemeinen 
aber, b. ty. toenn c beliebig rceü gebaut toitb, iß bo* {mmrt (na* 
§. 101. L, wenn man bafelbß 2v ßart * mtb r = 1 fefcf) 

b 2 'l* 
(H2c) 5 

oben fo iß na$ berfelben Definition utib toeun matt mx| 3Wei nnb 9fcn< 
ner mit T multipltcitt (na* VI.) 



/u iO Ä \2v|l * ' ' ' 



(})"'" - 



2/ 

(14 



CI1 >f) _ c = b y « 2 

"» l " " (b+2c) v » 8 



nnb 

/b+iy* 1 

/b+iy) 1 = V 2 / c = (fa-HY 12 yC 

V 2 / /b+l^ V^ 1 (b+i+2c)^ 3 ' 

jcbeSmal für v = -fco. ©nbßituirt matt nun biefe SBertye in bie XX., • 
fo ae$t ße über in: 

b 2 ^ 1 y' a ><b+i)^ 

(b+2c) 2 "' 1 ~ ^c^.^c+l)" 12 ' 

unb ba v voßti» gan* i(t, fo iß na$ beifclben gormel XX., bie für \>o* 
fitiae ganie SBertye »on c offenbar gilt, be*3ä&to bem 3&W« nnb 
ber Kenner bem ftenaet fll«i$$ alfo iß bie OHeufyttty felbß eine itytige. 
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<&>tn fo ift tta$ §. 101. L, »enn *rt=l unb n* ftatt v getrieben 
toirb, 

b no|i = _b^ — .(ny)"* fö r v = +QDJ 
(b+nc) n ^ 1 v ' T 

unb na# berfelben Definition, für r = 1 unb toenn man Sfyltv unb 
Sfrenner mit n" nodji mufttylicirt, 

/byl 1 
bY ]l VF/ m b"l n 



ar - 



(4-)" 



"|1 /kJ-mA" n 



(b+nc) 1 



/b-f 1 X ' 1 _ (b+l)^ n 

V » / " (b+nc+l) v ' n 



■ r* 



« f. ».$ aulefct 

/ b+n-t y" 1 _ (b+n-l)"l n ?c 

jebeämal für v = + qd. ©ubflituirt man aber liefe SBertye $ur 3Ke<$ten 
Patt ber gafümeflen $ur ßinfen in bte XXI., fo d)t leitete foglei$ tn eine 
offenbar nötige ©lei<$ung über, ba bie 3a$ler UnU nnb re<$t$ unb bie 
Kenner ttnf* unb re$t$ (itat^ berfelben gorntel XXL, bie für pofitifre 
ganje SBerfye »on c offenbar gilt) einanber gleich ftnb. 

UebrfgenS ifibie XX. nur ein befonberer $afl ber XXI. 
(ffir n = 2), unb bie gormein XVIII. unb XIX. ftnb 
nur bit befonberen gftlle ber XX. unb XXL, in benen 

b = l unb c = a-£ (in XX.) ober c = a-— (inXXI.) 

gebaut wirb, wie fogleid) in bie Slugen fallt, wenn man nadj 
biefer ©üb jlitution , fiatt ber einjelnen gaftorieflen (na$ §. 102. 
V.9.) ifyre SBert^e in gafultaten auögebrücft, fefct, julefct aber 
nod) bie gormel XVII. (ober beren foecietten galt XII.) in 2ln* 
wenbung bringt*). 

*) 9üfo (toben au* fpater, — fobalb bie SBa&r^eit, ba§ 
r ft = (a-1)! ifi, (fo lange a pojitfo) nacjgetoiefen fejm feitb, — bie 

gufainmengefe$teßen unb merftoürbigjien, auf beut SBege ber 3ntegralre$nung 
guerjt bemerken $fgenfc&aften ber <$atnma*8uitftionen (b. b- ber (Euler'föen 
3nttgrale gtoeiter Älaffe) tyre Duelle, in ben, bem attererfftn Anfänger 
in bie klugen foringenben ^tgenf^aften ber $robufte fyutbffferenter gaftoren. 
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Slnmerfg. SWulttylicirt man bie ®lei<$ung XXL mit r nc , 
inbem man ftd) r potftto benft, unb fefct man nod) b fiatt br, 
fo erhält man bie allgemeinere ©leidjung 

XXP. b ac > r = b c l nr .(b+r) c l nr .(b+2r) c l nr ... (b+(n-l)r) c i»; 

unb baß biefc ©lei<$ung au<# gilt, wenn r negatfo ifi; ober 
wenn man — r ftatt r fdjreibt unb abermals r })ofttto ft<$ 
benft, — folgt fofort au3 bei* Slnwenbung ber IV. be$ §. 102., 
na# welker 

b nc M = (b+r— ncr) nc » +r , b c l-» = (b-fnr— ncr) c ,nr , 

(b— r) c l- M = (b+(n— l)r— ncr) 6 ' 1 *, 

(b— 2r) c l- nr = (b+(n— 2)r-ncr) c l n ^, 

u. f. w. f., julefct 

(b— (n-l)r) c »- nr = (b+r-ncr) c ) nr 

ift. — (£$ muß aber n pofttto ganj feijn, wäfyrenb b, c nnb r 
beliebig reell gebaut worben ftnb. 

33etra#ten wir übrigen* jc^t nod) ben binomifdjen 2el)r* 
, fafc*) für gaftorieflen, namlid): 

§.109. 

3)er binomifdje Seljrfafc für *ßo teuren fann fo gefd^rieben 
werben **) : 



*) Da bie ganjen gaftorieflen (b. f). diejenigen, beren (Exponenten 
gan§e 3a$len pnb) allemal in gange 3>otenjen übergeben, fo oft bie £)tffe* 
renj ber gaftorielle fRnH toirb, fo enthalten bie (Eigenfd&aften ber ganjen 
gaftorieflen au$ allemal bie ber gan&en JJotenaen in ftcf>. — <£$ fragt ftcO 
ba^cr jlet* umgefe&rt: SBcle&c ©efefce ber 3>otenjen taffen ju$ auf gaf* 
toriellen au*be$nen, unb tote? — 

**) SBir fefcen fletd öoran$, baf? bie II einen beutfd&en £u$ftaben 

nie anbere äöertye »orßellen als unb ganje öofitibe 3a$len. — Unter 

biefer SBorauSfc&ttng brfidt bie QfHetyung a+b = t* an*, tag ber grögejie 

'Sßertfc »on b bie »ofttfoe ganje 3abl t* tji, »eil für b>fA, a ne* 

Qbti* »erben würbe, »a* nie feyn foß (©. b. Sorrebe). 
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1) (a+b) n = S[n*.a*-*b*] = Sp^a n -*b*l, 

wo b naä) unb nad) imb alle pofitifcen ganjen 3afc 
leit, — wo S bie (Summe aßet baburdj bersorgebenben ©lieber 
ttorjiellt, unb wo n , n lf n 2t n s , u. ic bie Sinomiak 
Äoefftjienten bebeuten, fo baf 

n*'* 1 (n4-l— by-»- 1 

2) n> = üyj- = ( ^ b , ; (§• 102. IV.) 

iji. — Dabei famt n beliebig gebaut werben. — Dagegen 
fdjreibt jtcb ber binomifcbe Sebrfafc für ganje gaf torieilen fo: 

(0)— (a+b)*l r = S[nb.a a -*l'.b*l r ], 

fobalb nur n eine poftti&e ganje 3&bl *fc fo baf bie Summe 
jur Stedjten au$ n+1 ©liebern befielt (weil bie 33inomiak 
äoefftjienten n n+ i, n n+2 , n n+3 , k. k. ben ftaftor (9iuH) 
in ficb aufhebmen unbbaber alle, bi* in« Unenblicbe fort ber 
9htll gleicb werten) *). 



* *) gut Hefen gatt, too n pofitib ganj gebaut ijl, erhalt man tiefe 
©Ieufcuna, (O) unmittelbar auä bem ©a$ej 

1) (l+x) a -»- b = <l+x) a .(t+x) b , 

toemt in felbigem ftott ber Jtatenjen bie SBinomialretyen gefegt toerben, fo 
bafj biefe ©lei<$unß 1.) übergebt in 

2) S[(a+b) c . x c J = S[a a . x a ] x8[ly x>] , 
ttäfrrenb bie 3Rulttpltfatfon jur $e$ten no$ liefert 

3) S[(a+b) c . x c ] = S[a a .b b . x«+*] , 

toenn nur überall bie fletnen beutftyen $u$flaben Mi unb alle \>o\u 
tiöen ganzen QcfyUn öorfleUen. 

Da nun bte SRetyen Hnfc unb re$t$ ibenrifö finb, fo müjfen linfä unb 

re$t* bie äoefftienten »on x n biefelben fejm, b. &. e* mug feyn 

(a+b)*!" 1 fa^- 1 .^'- 1 ! 

4) <a+b) n = Sr a -b b 1 b. *. *— ^ — = S — ^77]— 
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§. 110. 

) 

©o vme n nidjt pofttto gcmj iji, fo fyat bie9?eü)e jur9iecfc 
ten in fce.$ §. 109., jroei 2lu$naf)tnen abgeregnet, unenbiid^ 



»0 a unb b Sfrull unb alle gan|en (pojtitoen) 3aW*n oorfaHen, tpelc^e 
ber »ebtngung a+b = n genügen. 

Die* tji eine befannte SBergleü$ung jtotfc&en Sinomial-Jtoefjiaienten. 

©eil aber -f-j-r = V=±!Li = 5_- ift, fo erhalt man ^ierauö 
a « o * a » o « o • 

fogleicfc, toenn man btefc ©leicfcung 4.) no$ mit n! multtylicirt, 

5) (a+bJ B «- 1 = S[v» B -* h " 1 -»>* l " l ]r 

toel^e* ber btnomtföc 2e$rf«6 für gaftortetten mit pofitioem gangem Ex- 
ponenten n unb mit bet Dtffetenj -1 ijh — 3Rulttyliciri man. aber biefe 

GHeufytng mit (-r) n = (-r) n -* . (-r)* nnb roenbet man (ba fr, n unb 
ii-b pofttfö 0«ttJ Pnb) bie gormel VI. be* § 102. b. &. §. 99. 9?. 8. an, 
fo ergiebt fty fogleitfc bie obige gormel (©), fobalb man noefr -ra unb 
-rb burej a unb b erfefct. 

(Stellt man bie gormel © al$ einen £e$rfa$ $fn, f° ?<"tn man tyn fon< 
tt)ettf* auf bem SBege ber »oUfornmenen Snbuftion betoeffen, inbem man 
S^igt, bafj er allemal für n = h+1 toafcr feon mnf, fo oft er für n = h 
antrifft, gulefct aber unterfuc&t, ob er für n = 2 eine nötige ©letd&ung 
liefert, (liefen »etoeis ftnbet man im „$erfu$ eine* »oflf. confeq. ©p|tem$ 
ber aRat&cm. II. 3$ 2te Auflage). 

Äramp ftnbet tiefen 2e$rfa& mitteljl ber TOet^obe ber unbcjttmmten 
Äoefjtjienten. Gr fefct > 

<©••• (a+b) B,t = a^'+C, • a^'V^+C, . a n ~ 2 » r .b 2 i r 

+C,.a n - 8 l r .b 3 ^ r + ... 

unb bejKmmt nun bie Äoefffyienten C„ C„ C 3 , je. k. babur<$, bafj er 
in biefe ©lettfrung (([) *«# »«*> »<** -*, -2r, -3r, u. k. jratt b 
fefct, unb bie erhaltenen ®let#ungen »on einanber fubtrafcirt, bie 1* von 
ber 2*«», bie 2* j>on ber 3*« u. f. t». f., um bann bie entjte&enben ®lci* 
jungen auf biefelbe SBetfe »on einanber gu fubtrafciren, — unb fo toeiter 
fort. 3ebe erfte ©leufcung in jebem biefer ©pjteme von ©letdfrnngen bejKmmt 
bann einen ber unbejtimmten Äoefftaienten, unb fo aeigen jt$ biefe aU bie 

$inomial*Jtoefft}ienten, tote pe bei ber Gntfcufelung ber $oten§ (a+b) n 
sorfommen. 
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fciele ©liebet, unb e$ fragt ftdj nun, ob bie Summe tiefer utt; 
enbltdjen JRei^e nod) immer = (a-J-b)°i r ifi? — 3wötberji 
erinnere man ft<#, bap a c ' r als eine reelle 3al)l befinirt 
worben (alfo nidjt ein gorm*Slu$brucf tft); beäfjalb farat von 
ber Summe ber gebauten unenblidjen Steige nur in bem gaUe 
bie Siebe fetyn, in welkem fte com>ergirt (@. Oeift ber 3)iff. u. 
3ntegrak3te$mmg. erlangen 1846. (Sinl. pag. 23.) 
©teilen wir un$ alfo bie 

Slufgabe: 
3)ie unenblic^e Steige 
(R>.. S[)va n -*l r .b*l r ], N * 

weld&e burd) R bejetd^net fe^n mag, in bem ftalle ju fummi* 
ren, in welkem fte conuergent tft 
(S* iji (na* 8. 102. V. unb V. 5.) 

a n l r 



1) a n -*l r = a n i r -(a+nr)-*i r = 



(a+(n~l)r)M-' 
a*l r 



~~ (-l) b -[-a-(n-l)r]*i r ' 
fo wie 



ärantp tyalt feine (Snttoicflung für allgemein gültig, fea&renb bie 2J?e< 
tyobe ber unbefKmmten Äoefßjienten, toie totr fdj>on in ben „Sfoffä&en au* 
bem ®ebiete ber &o$ern SWatyematif" 1823 ju bemerfen bie (Gelegenheit 1)at< 
ten, bocfi nur SRefultate Hefern lann, bie nur in bem Umfange gelten, ate 
bie borauägefefcte gorm ber Qmttoidelung gere<$tfertigt ijh — 3n ber 
Xtyat geigen bie folgenben ^Paragraphen, *af? für eine pojtifoe Differen) r 
ber Sßerty ber Saftoriellen«33inomial-&ei&e 

Sin — 7t • Sin ( — | f-n \n 

sK.a n -*l'.b*l r ],=(a+b)°l r . r Vr r ' 



Sin (~ +11)71 •Sin \^ + -j-)« 

alfp nur>b<»nn = (a+b) n,r tji, toenn enttoeber n ober — poflti» 

ober negatfa ganj ifi, toa&renb überbie* btefelbe Stet^c, fo oft fte unenbluj 
iß, au$ conbergent fepn muß, toeldjie^ no$ r-a-b $uglei$ mit r |>o|iH» 
»orau$fefct. 
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ox „ n " _I (-!)'■ (-n)Ht 

2) n* = - w - = gj 

/ 

alle* nadj §. 102. VI. 

2)e6fyalb fyat man fogleidj : 

3) R = a"f r >S rt ■> n) , " blr , 

l_b! [— a— (n— l)r]*i r J' 

ober, wenn man in jicbem ©liebe gur Siebten , Styln unb 9ten* 
ner bur<$ r* bfoibirt, babei §. 102. VI. anwenbet*), unb 

b a 

9hm ifi aber bie unenblid&e 9teil)e, womit bie gaftorieOe a n|r 
fyier jur Siebten multtylidrt erf<$eint, genau bie *>on @au£ in 
ber &on un* im 8. 29. angeführten Slbfyanblung fo grünblid) be* 
fyanbelte. SfaS biefem §. 29: folgert nun 

„baf* fie nur bann, bann aber allemal cowergent ifi, 

„Wenn y—a—ß, b. t). 1— ?±_ b. I). ~~ a ~ po* 

„fttto ifi, b. t). wenn r— a— b mit ber SMfferenj r gu* 
„gleidj pofttto ober gugleicty negatto ijl." 

SBaS aber ,bie ©umme tiefer unenblictyen Steige betrifft, im 
galle eine folcfye eyiftirt, b. I). im galle bie JReifje conwgent ifi, 
fo wirb foldje auf nadfjftefyenbem SBege gefunben**): 



*) $>itx überall burfte bie gormel§. 102. VI. be$&aTb unbefa)ranK fo 

ftnpenbung fommen, »eil ber Grponent b ber gaftoren (-1)*, r b , mit 
benen man mnlrtylicirt ober bioibirt, pofiii» gan* ober 9fnE iß. 

**) 93emerft man, bog, fcenn btefe fRttyt bnn$ F y be*ei<$net toirb, 

bie @umme aUer tyrer ©lieber bem aflererfren ©liebe ber f erben, b. \). ber i, 
bejro metyr ftdfr nabert, je groger y gegen a unb ß gebaut »irb, baß alfo 

F y+ „ = 1 »trb für v = od, 
fo tetrb bie ganje 6ummatton baoon abhängen, tag man F y in F y+1 
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9Ran multiplicirt tiefe Slrifye mit y—a—l, inbem man 
bie ©lieber betfelben mit y-\-b— 1 unb mit — (a+b) butcfc 
multiplicirt unb bie JRefultate jufammenfaft, babet aber nod) 
8. 102. V. 6. anwenbet unb man erhält: 

D; "T=l *L b! y*! 1 ] " ö [ b! (y— l> b ^ J 



autbrüdt, toeil bann an$ F y ft$ in F y+1 , auftrugen Taft. — £)aranf 
muf alfo oben im £ertc (in gearbeitet »erben. 

*) (5$ iß namlt$ ba* Befultat ber SWulfylifation mü y+b-1, 

= S Li7?^J = H),8 lH(rijN' J - (ü) ' 

Dagegen tft ba$ SRefultat bei anbern SRulHplffation (mit a+b) 

ober, toenn man no# ein attererfteä ©Heb Imtjufügt, t»eld(ed = ijt, nnb 
be*$alb gnerft 3^Ier unb Kenner mü b+i multiplicirt, bann aber b-1 
ftott b färeibt, 

i ir>r]-o-o4*kV-] -<v>. 

Die Differenz U-V toirb bajer nun 

unb bieg iß ber Hu*bruä in 5.) |ur gleiten. 

SBir $aben bie 2Re$nung (iertyer gefefct, um ju gleitet 3eit barauf 
aufmerffam magen ju Jonnen, ba£, toenn y—a-ß pofitib, gfeidfaeitig aber 
y—a—ß—1 ni$t metyr pofitfo ifl, gtoar unfre ju fummirenbe unenblic$e 9W$e 
conbergent iß, bagegen bie beiben Steigen ü unb V beibe bibergent fejm 
»erben, fo bafj (in biefem gaOe) ba$ ffiefnltat in 5.) jur $Re«$ten bie Diffe* 
renj jttrier bi»ergenten unenblic&en SReö)en fepn nrirb. 

&* b)irb ba&er jur grSgeren Strenge ber dtetynmg nbtjig fc^n / tote in 
ber Sorrebe geftyübert, ju »erfahren, namlicj 

1) unter beutf^en fleinen Sugjiaben nur unb alle jxofitiben 
gangen 3^len )u bergen; 
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Stuf ganj analogem SBcge findet man afcer nodj> 

y-/?-! r a *u. (/?-!)*!! i _ r (e-iyiitf-i )»ni *) 
D; y-2 L b! (y-l)*' 1 ] ~ L t>! (y-2)»i» J 

y_Ä_l 

SRulttylicirt man bafyet bie 5.) mit / _ 2 , fo erfyfilt 
man mittelft ber 6.) jogleid): 

; (y-l)Cy-2) Lb!yMiJ" D L b!(y-2)*» 1 _T 

gerner ftnbet ft<$, wenn man biefclbc unenblidje SReifye in 4) 
gut Ächten mit /?— 1 multtylicirt , 

° ; y-1 #D L b! yH 1 ] "" Ö L (a-l).b! (y-1)»! 1 J ' 

©ubtraljirt man nun bie 8.) *>on ber 5.), unb bebenft man, baf 
(nad> §. 102. V. 6.) 



2) ben burcifr S[f 6 ] »orgejteflten SRetyen nocfc bie ©leicfcung 

a+b = f* unter jufefcen, um baburdf» gu betoirfen, bog ni<$t b>/u 

genommen toerbcn tarnt, tooburdjj bie 9?eft)e feine unen blicke 

mtf>x ijt, fenbern nur p+1 ©lieber ^at, unter fx irgeub eine 

pofiHüe ganje 3a(I »erftanben. 

Die ganje oben betriebene $Re4>uung bleibt bann genau biefelbe, nur baß 

ben beiben (Seiten in 5.) no$ bie ©leicfrung a+b = ^ unterließt, toctye 

nic^t f»fi toerben lagt, unb bag ret$t$ no# ba$ legte (p+1)* ©lieb bon 

V (für b = ^+1), namlic* - — ^ ßinjutritt, 

»eil bie ©leiflnutg *+& = fi babunj, ba§ mau b-1 jtatt b förieb, in 
a+b = ^+1 überginge fo bag auty no$ b = n+1 toerben fann. gür 
<u = od »erfötoinbet aber biefeS ledere ©lieb, fobalb y-a-/S pojitfo i(t. 
5XIfo ift bie Weisung 5.) richtig. 

*) Die ß.) folgt unmittelbar au« ber 5.), toenn man in legerer y~l 
ftatt y, ferner /J-l ftatt a, enbli* a jtatt ß föreibt. 

**) Denn in ber 9teu)e jur ftedfrien iji ba$ attererjte ©lieb (für b = 0) 
ber 9iuH glet$, toa&renb bie übrigen ©lieber mit benen jur ÜJtnfen bt« in'3 
Unenblicje fort überein jKmmen, tote man foglei$ ftetyt, fobalb man (rechts) 
Hl ftatt b treibt. 
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_ (a-iy^(or+b^l) 



a— 1 



11) r* = mt _, mg „ 0x *fy+i> 



ift, fo ergiebt ftd) 

yj y-1 '*Lb!y»i l J L *! (y-1)»« 1 J" 

©cfrt man nun in 7.) y+1 flatt y, . unb tterglridjt man 
ba$ JRefultat mit ber 9.), fo fyat man - 

im s K 11 ^' 1 ] - (y-<*Xy-ß) c f 0f611 ^ 611 1 

U; D L b! y»U J ~ y.(y-a-ß) °Lb! (y+l)*' 1 .]' 

wo bie Steige gut 9te<$ten &on ber jur Sinfen ft<$ nur baburdj 
unterfd&eibet, baf re$t3 y+1 jiei)t, wo linf* y. — 2>ie$ ift 
alfo bic gefugte 9tebuftion6formel. — Sic fann fo getrieben 
werben 

(y-*Xr-ß) 

y.(y_ a _0) 

fobalb unfre ju fummirenbe JReifye in 4) jur Steckten f ber jtürje 
wegen bur# F y bejeid)net wirb. 

©ejjt man nun in biefer ©leid&ung na# unb naü) y+1, 
y+2 f y+3, ••• y+y— 1 fiatt y, unb multtylicirt man bie 
entjiefyenben ©leic^ungen alle mit einanber, fo giebt bie$: 

2)enft man jidj nun y unenbli#*grof , fo werben alle ©lieber 
ber Steige F y+tf unenbli$*flein , bejüglic$ ber l* tt , 2 tCB , k.k. 
Drbnung, beren Summe allemal felbjt unenblidfcflein ift f — bi* 
auf ba« allererjie ©lieb berfelben, weldje* =1 ift- — 8lfo 
gefyt bie 12.) über in 

13) Sp»£l = (y - a) ;' 1,(y -^ für . = +00. 
L bl y b,1 J yli.(y— «— ßy\* ' ■ 

SSerfÄ^rt man aber jefct na$ Anleitung be$ §. 104. , um bie 
ganjen gaftorieHen in gebrochene umjuformen, fo geljt bie 13.) 
oljne 2Beiter# no# Aber in 
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' L M y* !l J ~ (y-a-ßy» ~ (y-a-0)* 11 

au<$ (na<$ §. 102. V.8.) = (y-1)! (y-«-^-l)! *) 

(y— a— 1)! (y— /?— 1)! 

wobutd) bie Summe ber fraglichen unendlichen 9lcit)c in (gebto* 
ebenen ober ganjen) gaftoviellen, fo wie aud) in %atuU 
täten auSgebrittft jtety jtet)t. 

©ubftituitt man tiefen SSertt) in bie ©teic^ung 4) unb ju 
gleitet 3eit , 

Pott a, ß, y, 

tyte Sßettlje -n, ^-, _JL_( n _i) 



*) Da* lefctere Sfcefultai $at <m$ ©an 6 in ber angeführten gtyastb* 
hing für bte ©nmme feiner SRei&e gefunben, jebo$ in feinen 3e(<$en, ttänt» 

ffioflte man Briden*, — in fo ferne foüter gefnnben tritt, baf man 
(a-1) ! = r ft nnr bann %at, totnn a poptto ip, — baffelbe SRefnltat 
au$ no<$ fo föreften, namlt<& 

r y *r y _ a _ ßt 



y— a * *■ y — jö 

fo toürbc bie* tint SBeförSnfnng be* gewonnenen ffiefnttat* fe*n, »eil, fo 



lange »ir unter r x ba* htftimmtt 3nt*gral f e"* £ .z x ~ 1 .dz 

»etlichen, bte 3«0 e * r# y-*—ß* y~« »»& y-/* nnt ^ojitfo »or* 
an*gefe$t toerben bürfen. 

(Eni et (im llten$anbe feiner 3ntegral4Re$nung) fittbet anf bem Wege 
ber 3ntegralre($nung einen ©ummen-BfoSbrud für bie unenblfc&e SRetye 



[(k+n^.Ck.+nj)*! 11 ' J' 



toelge für x = m = m 1 =n = n, =1 nnb h = a, h, -ß, k = 
nnb k! = y-1 in bie ffiei&e F y übergebt. 

Die Sergleitymg ber !RefuItate giebt *n fe$r fotereffanten »etra^tungen 
©eranlaffnng, bie toir febo<$ $ier bei ©rite laffen muffen. 
VIII. 21 
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fo etfliebt {i$ julefct Me «Summe unfetet SMnomialretye, nämtty 
R fc. t). 

I 1 " ) 
XXII. Stn b • »*-» l'.b' 1'] = a» l' • X ^. b v-n 

\ r~7 



/ a+bX"^' 1 
- fl m, A r ; V r ; 



(na<$ ft. 102. V. 9.), wenn nur tiefe JRctye (jut ?mfen) cotroecgent 
(ober enbli<$) ift, b. fy. wenn nur r— a-b mit bet 2)iffetettj 
r bet ftaftoriellen, ju gleitet &it }>ojtth> ober gu gleicher 3eit 
negativ ifL — 3fi biefelbe unenblictye 9teitye ni#t con&etgent, 
b. lj. fyaben r— a— b unb r uetftyiebene $tatgei$en, fo tfl 
notft?(i$ *on intern äBettye nid^t meljt bie Siebe, benn fie felber 
ift bann in bet 9tedjnung nidjt weitet gulafjig. 

8. 111. 

Um biefe gefunbenen 9Bettyau6btä<fe jut ffttfytti bet ®lei> 
djung XXII. umjufotmen, rnuf man iefrt jn>ei gaUe »an ein* 
anbet. untetföeiben. 

A. 3ft nämlic^ r negativ, aCfo — r pofiti*, f o lamt 
man 3&fyter unb SRetmet in XXII. gut 9te$ten entwebet mit 
(— r)- B obet mit (— r) b:r multtyliciten unb batei bie gönnet 
i. 102. VI. anwenben, unb man erlitt bann fogleic^ 

1) SQya-H'.b*] - **.J0£^ = (t+b )* f 
weil (nadfr 1. 102. V. 5.) (*-r)-»»-' = 1 



a n ' r 
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i 

«b (a+b-r)-»-' = — ^ 

ifi. — 3n biefem gälte, b. Ij. wenn r negativ ifi, unb 
wenn, ber <Som>etgen&' wegen, au# r— a— b negativ ift, 
gilt atfo bet binomtfefce Sefytfafc füt gaftovtcHen noti^ immet 
genau fo, wie er im 8. 109. ju fefyen ifi. 

66 leuchtet ein, baf bajfelbe 9?etfal)ten audj bie ©ültigfeit 
beffelben ©afceä fflt eine pofiti&e 2)tffeten$ r auf et 3w«fel 
fefcen wütbe, fobalb man in ber gormet §. 102. VI. bfe nega* 
tifce %aty -r üatt h fefcen biltfte. — SBeil biee aber ni$t 
gef$el)en batf, fo muf* man nod) ben SaH 

B. wenn r pofitta iß, befonbetS betrauten. 9Mti* 
plicirt man iefct Stykx unb Kenner be« StudbtucfS $ut 5Re$ten 
in XXII. mit r- n obet mit r b:r , unb wenbet man wiebemm 
bie gotmel §. 102. VI. an, fo etfyalt man 

« 

2) S[iya n -*i r .b*i r ] 

(r— a)~ n ' r . (r— a-b— nr) n i r 

= a n * r » — -. ; — 3= a n ' r 



(r— a— b)- n i r (r— a— nr) n l r 



-r 



(-a-b-nr)- n '- r (— a)"i- r 

(Vgl. S.103.) ^ nr (r _ nr _ a _b)b:r|r ^ ^ (_ a _b)-b:r|-r 



(r—a-b) b:r ' r (-a-b-nr)- b:r '- r 



— r 



(r— a^- b:r;r . (— a— nr) b:r l~ 

= a n ' r . } = a p » r * ' 

(r-a-nrr b:r,r (-a) b:r '~ r 

Äann man nun tyiet (in 2.) jut* gleiten, ^äi)Ut unb kerntet 
mit (— l)^ 11 obet (— l) ±b:r multtylteiten , v ba Jet aber ben 
@afc §. 102. VI. in Sinwenbung bringen, fo gefyt fogleic§ wieber 
bie gorm §. 109. fyetDor. — SBeil abet bie Slnwenbung bed 
©afce* 8. 102. VI. baSmal nut erlaubt ift (in fo fem -1 fiatt 
be$ bottigen h gefegt werben muf ), wenn ±n obet wenn ±b:r 

ganj ifi, alfo entwebet wenn n, obet wenn — eine poft* 

itoe obet negative ganje 3<*fyl iß* fo gilt bet binomifd?e 8el>t^ 

21* 
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fafr $. 109. für gaftorieHen mit ber pofttisen 3)ifferenj r 
nur bann, tuen* enttoeber n ober — pojttto ober negativ 

gern} unb bie Steige (im gatle fte eine )inenbli<§e) cowergent iji. 

3n aßen übrigen gälten, in benen r pofittt) unb bie 
9tetl)e conwgent (alfo r— a-b mit r jugleid) pojttto) iji, 
laft jtdj ber für bie SMnomialreibe R in XXII. gefunbene 3lu& 
brucl nie in (a+b) n ' r umformen, fo baf in allen biefen eben 
genannten galten ber SBertl) ber 33inomialreif)e R, &on (a+b) n|r 
serfdjieben bleibt, alfo ber fogenannte binomifdje Sefyrfafc für 
gaftorieüen , wie er §. 109. ju feljen iji, nid^t mefyr gilt. 

2)agegen bleibt bie in XXII. gefunbene Summe ber Sino* 
mialretye R in allen fallen toaljr, fotoofyl für gaftorieHen mit 
poftttoer, wie für foldje mit negativer SDifferenj. 

§. 112. 

3ji aber r yofitto, fo fann man ben 4*« 1 2fa$brucf ber 
(Summe ber Sinomtalreifye in 1 9t. 2. be$ %. 111., nämlidj 

an|r .(-'-b) n| - r 

(_„\n|-r 

nxä)t bloß fo fcfcreiben 

a n|r (_ a _b)n|-* 



(a-fb) n,r 



(a+b) n ' r (-a)°i- r ' 

fonbern man fann auc§ in biefen lefcteren 33rü$en 3^^ler unb 
Kenner burdj r n btoibiren unb 8* 102. VI. amoenben, unb 
man erhalt bann 

(±Y 11 ( a + b \ nK1 
S[n h .a p -»i r .b»fr]=<a+b)**. , l7 vpll • , * L x 

/a_\»l+i / _ a+bV»»- 1 
- f a-L-by* • ^ r ' . * r ' 
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unb bie* iß na<$ §. 105. X. ttnebentm 

«Swi — 7t • Sini— — |-nW 

= (a+b) n l r • -, - — — 

öt»l f-n m*Sm— - — tt 

S. 113. 

SWan fyat alfo (au6 XXII.) gefimben, wenn r ncgatit) 
(unb auti) r— a— b negatto) iji: 

XXIII. SDya*-*^*!'] = (a+b)»!'} 

aber, wenn r pofiti* (unb aufy r— a-b pofitto) iji: 

XXIV. SLnj.a^-^.b^] 

Sin — n • Sini — — \-n\n 

= (a + b)B " 7T—\ ~db -» 

Stnl f-n \n*Sin--^—7t 

weiter leitete 8ta$btu<f in jt&ei gdUcn toiebetum = (a-j-b) n i r 

iji, namlic$ toenn n, unb bann nod? wenn — pojttfo ober 

negatto ganj ifi. 

%&x r = — 1 unb r = +1 gelten biefe ©lei$ungen 
XXIII. unb XXIV. übet in 

XXV. SDya*-*!- 1 ^*'- 1 ] = (a+b)*M 
tt>etm a+b+1 jwfttto iji; unb in 

XXVI. S[n > .a n -*l+ 1 b*l+ 1 ] 

= (a I b)^ 1 Smm-Sm(*+b+n)7t 
v ' ' Um (a+n)7r • Sin (a+b)re 

wenn 1— a-b pojttfo iji, bamit bie Steigen conuetgent ftob; 
unb tiefet leitete Shtfbtud rebucirt fi($ triebet auf (a+b)"» 1 , 
fo oft n obet b (pojitto ober negatto) ganj iji.*) 



*) St tarn) fjicU bie ©leicjimg XX11I. füt allgemein gültig, liefet 
3nfyum iji butcf» bie ©letywtg XXIV. äuge* ädern 3toeifel gefegt 
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i 

($i brauet faum gefaßt ju werben, baf auft ben gormetn 
XXV. unb XXVI. bic obern, allgemeiner erfd&einenben ftormeln 
XXIII. unb XXIV. augenblitf lid) wieber fyer&orgefyen , wenn man 
foU$e HnW unb re$t$ mit r°-*.r* = r n multtylidrt, babei r 
pofttto *orau6fefct, bie gormel §. 102. VI. anwenbet, julefct aber 

a b 

— unb — fiatt bejuglidj a unb b f^reibt. — (S$ ftnb 

alfo bie lefctern beiben gormcln eben fo allgemein ald bie erjiern 
beiben. 

Sitte 4 lefctern gormein ftnb aber unmittelbare (Srgebniffe 
ber in ber gormel §. 110. 91. 14. enthaltenen ©ummatton, nitn* 
lid) ber @lei$ung: 

yyvii J ^^ l - (r-«) tt|1 _ (r-ft* jl 

' D L,b! y»H J "" (y-a-/?)«» 1 ~ (y-a-^|i 

(y-l-a)! (y-1-/?)! ' 



*) £iefe ©nrnmaKon XXVII. }at ©aag ^tterfl getf^rt (in ber angr^ 
führten «bfcanbfottfl *om 3a&re 1812.); bie ©ummation XXIV. ober XXVL 
ßtanben totr felbft jnm erften OTalc mitßetyett* ju fabelt (@. (Ereile** 
3oumal *om Sa&re 1848.). — ©ang btiitnt fi# biefer <Snnmtation XXVli., 
um to ber befannften (SMetynng 

«mit = n.5i»t.s[(-l)^i5^^(Sii.t) 5ft ] 

bie 9leQ>e rec$t* für ben gaU *u fnmmiren, too t = V* gefegt toirb; unb 
er erhalt bann, inbem er no$ n = 2z fefct 



Snbem er nun jtott ber gaftorieHen beten ffiertye (na^ §. 101. 111.) in 3>rO' 
bnfte mtrnblicb fielet gaftoren avdgrbrüdt, fett, erhalt er Sinzn ««b 
Cwzrc in bie befannien Vrobufte nnenbli^^ieler gaftoren gertegt 

SBir fcben $ier (im §. 105.) büfelben gormeln (XV. XVI. bafelbß) 
namlicb 

a * (-*)! = c^r »«> ("Ha)! <-*-a)! = * 



Sin an \ * » /• \ * /• (7 MÄ ^ 

enttotdett, inbem ttfr »o» bem Vrobufte unenbli$'»ieler gaftoren, in toetyc 
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fo lange nur y—a-ß pojitfo b. $. bie JRetye felbfi conwi* 
gent iji. 

Dtotbirt man bie ©leid&ungen XXV. unb XXVI. bc&ägli^ 
butd) a"!- 1 unb a n l l , fo et^&It man 

XXVIII. a n,-i - S[ j, (a _ n+1)l|1 J 

wenn nur a+b-f-i pojttto ijij — unb 

xxiy ( a + b > P|t - fl r (-n) >|t ^ ,i 1 
"^ ~~*^ h [bi (l-a-ii)^ij 

^wi(a+n)yr^V»(a+b)/g 
Äma7T.iSm(a+b+ii)7r ' 

wenn 1^-a-b pojitto ift 

Da ba* äto&ältnif (bei Cluotient) jweier. gaftorieSen mit 
gemeinf#aftli($em (Sfl>onenten unb mit bet 2>ijfevenj l f allemal 
bem 93evt)ältnip jweiet (Sinu* gleich ift, fo oft bie Summe au* 
ben beiben 33afen unb bem gemeinf$aftli$en (5fl>onenten, = 1 

tjl (naäf S, 105. X.), fo folgt au« XXVIL für y « 1+ " + ^ , 



XXX. 



| b! ( 1 + a +^ ) t|1 J " G»K«+Ä* 



fo lange nut, bamit bie Steige jut Sinfen eine contiergente ift, 
1— a— /» pojitfo gebaut wirb. 

©efct man fyier herein £ ftott a, unb 2a— £ ftatt /?, 
fo etgiebt jt# no$ (mit ßwjie^ung bet 8. 102. VI.) 

XXXI. S[-2*J2- ( 2o+l)MrJ = T 8 an > 

wenn nur, bamit bie Steige conttergfte, £— a pofitit) ifi, 
alfo für jeben SBettl) toon a, bet jwiföen +£ unb —od 



fiefr Ana* erlegen lagt, anfingen, »eil lebete 3erlegung *to gan* elf* 
mentare* ©efcfcSft unb auf bem elementaren SBege t&llig naturgemäß,, unb 
banaty anty biel allgemeiner »a$r iß, al* jebe anbere bi^er befannt ge»or* 
bene 3**1*6**0 erfennen lagt. 
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liegt unb welket fein ©Heb bet Steige auf bie gotm 1 bringt. 
Pt a == £— /? getyt folc$e ©leid&ung ober in 

XXXIL S [w' OMfl!!' ] = Cotgß7t ' *> 

wo /? jeben ^ofitit>en SBertl) fyaben fann, weil bie unenb* 
lic$e Steige jur Sinfen bann noc$ fietS convergirt. 

Slnmerfg. Dl)ne tiefe Steigen f)ier welter ju »erfolgen 
werten wir in t>en na<$ßen ?ßaragrapl)en einige Anwendungen 
ber ?el)re ber ftaftorieDen unb namentlich ber Summation ber 
(Saftorietten*) ©inomialreilje auf bie Auswertung bejiimmter 
integrale nad)weifen. 3^or müjfen wir aber nod) einige an* 
bere 93etra<$tungen aufteilen. 

3Me (Summation XXVII. unb bie vorangefyenben (Summa* 
tfonen erf orbern nämlidj ju tfyrer wolligen (Srlebigung bie nume* 
rif<$e 33ere<$mmg ber ftaftorielle a°i r , wäfyrenb a, c unb r 
beliebig reell finb. SBoUte man nun biefe leitete etwa ba* 
bur<$ bewerf fleHigen , ba£ man a c l r in eine (convergente) ute 
enblid^e SReifye auSbrücfte, bie nadj *ßotenjen von r fortlauft, fo 
mtyte man vor allen 2)ingen anSmitteln, ob biefe JRei^e blofl 
}>ofttft>e ober auc$ negative *ßotenjen von r in ftc$ aufnehmen 
wirb. — 3fl ber (Sftonent c pofttto ganj, fo giebt 

a°l r = ^( ft +r)(a+2r) ... (a+(c-l)r) 

offenbar eine enblid)e JReifye, bie nad) ganjen pofitiven 



# ) @>efct man ^~ fa** ß un<0 bcnJt man ß# m m<t> n t>*f<tö> 
ganj, fo liefert biefe <$let$ung 

fW m ,x-1i ' n ' 2m i *' 3 (j »-2")(3n--2ni) 



2n ~ '^*2n-m T 2-4 (2n-m)(4n-m) 

1«3>5 (n-2m)(3n-2m)(5n-2m 
2 • 4 • 6 * (2n— m)(4n— m) (6n- m) 



, L3.5 (n-2m)(3n-2m)(5n-2m) , . . c 
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*ßotenjen i>on r fortläuft. 2Bie ftet)t e$ aber aus, wenn c 
gebro^en tfi, ober negatw? — 

6$ würbe aber a c ' r för einen biefer lefctbejeidjneten SBertfye 
fcon c offenbar in bie gebaute (Sntwicfelung (im gaUe eine 

fold)e überhaupt ejrifitrt) negative ^otenjen tton r mit auf* 

1 

nehmen, wenn a c i r für r = bie gorm -^ annähme. — 

3m 8. 99. SR. 16. Ijaben wir iebod) gefefyen, feaf a c i r für r = 
in a c übergebt, fo oft c pofttto ober negatto ganj ober 
9to0 ifi. (8* fragt ft<$ baljer nun 

ob audj für einen gebrochenen Sßertl) t>on c, nodj 
a c i° = a c ifi? — 

gerner fyaben wir im §. 100. Ä. 17. bewtefen, baf 

fo oft b beliebig reell unb enblidj t>orau$gefefct wirb, wenn nur 
c pofttto ober negatto ganj ober SRuß ifi. — Sei ber Seant* 
wortung ber »orliegenben grage fioftt man nun auf tiefe anbere : 

weldjen 2Bertt) berfelbe Ctuotient ' c 7 annet)* 

men wirb für v = oo, unter ber 93orau6fefcung, bafl 
c nidjt meljr ganj, fonbern (pofttto ober negatto) ge* 
brocken ift? 

3)iefe 93erfud)e, au* bie 5R9t. 1€. u. 17. ber SS. 99.*. 100. 
ju fceraßgemeinem, führen nun ju ben na^fte^enben §8; 114. 
unb 115. 

8. 114. 
(Sd ifi allemal 

XXXIII. ^ = 1 für v « +oo, 

wenn b unb c beliebig reell gebaut werben unb bie $o< 
tenj v* tyren poftttoen SBertl) aorjiellt; biefeibe @leic$ung gilt 
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nod) füt v = — oo, fo oft c pofttto ober negatto gang 
ober 9M ffi, aber ni$t mefyr notljvoenbig (für v = — od), 
wenn c pofttfo ober negatto gebrochen ifi. 

Denn e* folgt au« §. 102. V. 

b cll = b . (b+y) cll 

(b+c) 1 '' 1 

wenn b nnb c unb v beliebig reell jtnbj — bagegen ifi na$ ber Deftnw 
tton 1. be* §. 101. 

(b+c)"' 1 

»enn nur b beliebig reell jtoar, aber enblicfc gebaut totrb. Dfoibtrt man 
nun biefe beiben Gleichungen bur<$ etnanber, fo ergiebt ji<$ bie 9ti$rtgFcii 
ber *u crfeeifenben gormel XXX11I. für bie Differenz +1. 
<£* t|* aber femer (na* §. 102. V.) 

(b-c) 

»enn b unb c unb v beliebig reell jinb; bagegen tjl na$ ber Definition 
§. 101. IL 

V*- l = — r-7--* c P" * = +<». 

(b-c)-"»- 1 

Dur# Dfoifton biefer ledern beiben Sonnein ergtebt ji<$ aber toieber bie 
XXXIII. für bie Differenj -1. 

Dag enblic* bie gormel XXXIII. nicfci allemal gilt für v = -od, 
erteilt, fobalb man Seifoielstoeife c = \ fefci, für feeW&en SDerfy *on c 
ber 3<tyler reell, ber Kenner bagegen imaginär ttirb. 

2)iefe (Sleidjung XXXIII. liefert no$, toenn man bie gafc 
torieile mit ber 33iffereng +1 nimmt unb fol<$e (na$ §. 102. 
V. 9.) in gaf ultäten serwanbelt : 

v c .(b+v— 1)! ' ' ' 

wie aud) 6 unb c beliebig reell gegeben fet;n mögen, tt>enn 
nur b enblicfy bleibt. — gür b = giebt bie« nod) 



bCl ~ 1= AwM '(W^ 
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§. 115. 

@* iji aWemal 
XXXV. a «* = a c , 

»erat mit a beliebig jwar, aber vofiti^ »orairtgefefct Wirt 

unb c beliebig reell, unb wenn ±0 fotiel als ±— 
bebeutet. 

£)enn e* ii* na# §. 102. VI., fobalb r poftti* ift, allemal 
toenn bie 9Men$ r c i&ren ^oftHvcn Söertb »ot^ent; alfo 1(1 an$, wenn 



a 



mau — jtoit r fflreibt: 



c|±- 

a v 



wenn 



= (t-) C -" c|±1 ' 

-i l>pjüfo ij* tttib (— Y C&ren jjofltfoen SBerty »orftettt — 2Birb 
ttun ± = +— = +0 ßefefct, fo M man v = + qd, fo lange a 

y GO 

y»fiti», tinb bann gebt bie öor{teI;enbe ®iei4>mt0 über in 

ejifcl 

a c|±o = a c . I j öt „ = +005 

folfiK* fie^t ft<b »ermöge ber ©let*ttne XXX11I. be*. §. 114. unfer CeWafc 
ertoiefen. 

2)arau$ folgt nun aber au# nodj 
xxxv*. -^V- = 1 f üv a ~ + 00 ' 



a 



c|r 



b. 1). bet 2Berti) be* Duotienten -^- nafyevt ftd) bet (Sinfyeit 

*) 9fod> biefe ©leüfcunö iji eine merftoÄrbifle fcifienfd&af* ber ©amma* 
Sunftten, tote toir foatcr feben »erben. 



332 ^cor.b.mK-(gaitj.u.ge6.)gaft. Äop.VUL§.116. 

bejlo mefyr, je größer a (unb j>ojtth>) gebaut wirb, unb fommt 
ber Gmfyeit unenblidj nafye, wenn a pojttto unb unenblicfcgrof 
gebaut wirb. — 2)ie$ gilt, wafyrenb c unb r beliebig 
reell ftnb. 

Denn e* i(t, ba a pofttto (na* §♦ 102. VL) 

a c,r = a c -l c|r:a . 

Da nun (na* XXXV.) für a = oo , l c ' r:a = i c !*° = 1° = 1 tttrb, 
fo tft bie 93e&au|>tung auf er 3»etfel gepellt. *) 

Slnmerfg'. Die numerifcfye 2lu$wertl)ung ber reellen %a* 
fultaten unb gaftorieBen werben wir in bem nÄd#en Äapitel 
mitteilen. 

3u»or nod) einige Slnwenbungen. 

$. 116. 

(Suler l>at ftd) mit jwet beftimmten integralen siel be* 
fdjaftigt, welche Segenbre unter bem Warnen ber (Suler'föen 
Sntegrale erjier unb j weiter klaffe auf $ 9leue befyanbelt fyat. 

2)a* ©uler'fdje integral erjier Älaffe 

J 

fann baburd), bajj man z n = x fefct, auf ba$ emfa^jie ber* 
felben, namlicfy auf 

1) /V-^Cl-X^.dx = Ö>a,b,**) 



*) Die 23ef4>ranfungen, unter benen bte§a£e btefer testeten beiben 
5Paragra#>en gelten, jmb früher nt$t gelaunt gefoefen, unb au$ biefem 
Mangel Jonnte für bie £efyre ber gaftorteflen nur Unjtt$er$ett unb Unri$tt> 
feit ber d^efultate tyen>orgeljen. 

z 1 

**) ©e$t man x = j— unb, wenn e = — - gebaut wirb, jtatt 

ber <5)ren$e 1 lieber i-s, toat erlaubt tji, fo ge$t ba$ 3ntegral 

/V-^l-x^.dx 
•'o 

(na* §. 97.) foglei$ in biefe* anbere, namHcJ in 



f. 



» Y a-1 

dx 



o (l+x) ft + b 
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wo a unk b beliebig pofttto gebaut werben (bamit ba$ 3n* 
tegral ni$t ju ben Unterbrochenen gehöre, fonbern wirfli<# einen 
SBert^ tyabe), jurücf geführt werben; e$ wirb namli# 



/ a z m - 1 (l-z n )p- 1 .dx = — <Z> m . 
■'o n — ,p 



2Bir nennen tiefet 3ntegrat (1.) bie *ßlji*Suttftion. 

2)a$ (Suler'föe Sntegral »weiter klaffe iji ba$ iefct ge* 
wötynlid) bur# r c bejeic^nete 

2) /" e-^.z^.dz = T c =^ (z^-M^.dx *) 

unb ©amma*gunftion genannte, in welkem c beliebig 
yojttio gebaut werben muj? , bamit bad 3ntegrat jur ?in!en ni#t 
bfoergent, ober baS jur Siebten ni$t unterbrochen fety, fo baf 
iebe* ber beiben 3ntegrale wtrfli<$ einen 2Bertl) §at 

SBir wollen nun junäctyji ben äBertl) ber *ßi)i*gunftion 

/^•-^(l-x^.dx b. ty. ö> ft ,b fmben. 



SBeil wir aber bie 2)tfferenjial* gunftion mütelft be3 bino* 
mif#en ?el)rfafce$ [nämlt# (1— x) b -*] in eine unenblittye JReifye 
»erwanbeln unb bann allgemein integriren wollen, fo iji e$ be* 
quemer, erfi einmal a jiatt a— 1 unb b jiatt b— 1 ju fefcen 
unb ju finben ben SBertl) be$ bejiimmten 3ntegral8 

/•V(l— x) b «dx, weites, bamit e$ ni<$t ju ben unterbrochenen 



gefySre, a unb b jwif d&en —1 unb +oo oorauSfefct. 
SRacty bem binomifetyen ?efyrfafce für ^otenjen t)at man 

1) (1-x)» = s[^.(-l)>.x>] = s[i=|^i .x»]. 

I 

über, fo baf man aw$ btefe^ leitete 3ntf0tol al$ bmcj> * a#0 bejeu$ttct 
anfe&tn famt. 

*) Da« erjfrre Sntegtal gc&t in ba* anbere foglci<$ über (tta<$ §. 97), 

tonn man e* = — fc$t 



334 fytov.b. roH. (gong, u. geb.) gaft. Äap.VBLg. 116. 

SMHplicirt man bal)er mit x a unb mtegrirt man bann fogleid? 
iebe* ©Heb jur 9te<$ten g\mf(^en ben (Stengen unb 1, fo 
erhalt man augenbütf lid? : 

2) / V.(l-x)<>.dx = s[±^i-.^ Tr ]. 

2Beil aber ber kennet a+i+1 ber lefcte gaftot tton 

(a+1)^ 1 « 1 = (a+l^i^Ca+b+l) = (a+l).(a+2) b .» 1 

(§. 102. V.6.) iflt, fo barf man nur 3afyler unb Stautet mit 
(a+1)* 11 multipliciren , unb ber SluSbrud jur Siebten in 2.) 
flefyt fogleicty über in 

a+1 #Ö L b! (a+2)*' 1 J' 
SBirb nun biefe Steige (nad) 8. 113. XXVII.) fummirt, fo giebt 
fte augenblitfli#, fobalb, wie wir aud) oben fcorau6gefefct fyaben, 
1-fb pofttto ift, bamit bie Steige confcergirt, 

i 1 lM-i|i a ! 

3) / x«.(t-x)>.dx = __ . ^ = (1 ^ > ^, l 



a! b! 



- (a+b+1)! 

(nadb $. 102. V. 6. u. V. 9.); ober, wenn man a— 1 fiatt a, 
unb b— 1 fiatt b f treibt, fo bafj bie SBertfye ber neuen 
a unb b pofttto fetjn muffen, 

XXXVI. <ö.. b b. b. /;x^.(l-x)-«.dx «= ( ^l b -? ) ! , 

fo lange nur (ie$t) a unb b beliebig pofiti* finb. 

äfnmerfg. UebrigenS ftefyt man aus bem gefunbenen 3lu& 
brutf, baf* ba$ 3ntegrai <Z> a ,b feinen SBertl) nidjt finbert, wenn 
man aud^i a unb b mit einanber toertaufdjt, was iebodj au^ 
vorder in bie Slugen fallt, fobalb man im 3ntegral x = 1— z 
fcfct (8. 97.)- 
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§. 117. 

Sott ba$ <Suler'fd)e 3ntegral $ weiter Älaffe, nämlicl) 
t>a$ bejHmmte 3ntegral 

1) r c b. I). /V*.* c - i .dz») , x 



ausgewertet werben, fo fann man biefe Aufgabe auf bie vorige 
jurudfüljrett, fobalb man baran benft, baß 

2) e - = (l-|-) k iftfftr k = ao; 

(weil beibe Seiten biefer ©leic^ung , wenigftenä für jeben enb* 
liefen SBertl) t>on z einerlei Logarithmen geben) — baß 
fcatyer 

3) f e-*-z c -*.dz = p{\—^\*z*- x ^i 

fetyn wirb, fobalb man k = 4-a> ftd) benft. SBeil aber in 
t>er ©lei^ung 3.) auf ber linfen Seite, z ni$t immer enblidj 
Weibt, f ottbern julefct aud) unenblid)*grofe SBertlje annimmt, fo 
mufl bie ©leid&ung 3.) »ot allen 2)ingen erft ftrenge erwiefen 
werben, unb bie* gefctyiefyt wie folgt: 
<g* ifi junfiefti (na% 8. 88.) 



4) ffl-T)^'** 



wo g<k gebaut wirb unb mit k jugleicty pofitto. 

3>er SBerty be« »weiten biefer Sntegrale jur Kelten liegt 
nun (nadj 8. 89-) jwifd&en 



*) <Se$t «an e~* = y, fo uuocmUU (u$ btefe* brummte Snteöral 
foglei* fo biefe* anbete 

f* bafj mW r c biefe* U^tevr ebenfalls betjtonben »irb. 
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r- 1 -(i-Y) k,(k-g) unt> k "- 1 '( 1 -T) k,(k "~* ) 

ttätytenb fcer lefctra 2lu8bnt<f =0 ff*. — 8Ufo ijl 
5) f V* • (l- ±J • dz <g-* • (l- f )"• (k-g). 

getncr ift na<$ fcem 8agtan(je*9Kaclauttn'fdjen Sefytfafce 
(§. 7.), wenn nur -r-^* i|l f 

o ^(.-i)' = i(-i-«.5;)-— i-V- 

wo fl jwifdjen unb 1 Hegt; folglich (wenn man t>on ben 
Sogaritfymen ju ben Satyrn übergebt) fyat man: 

(z \ k — *• — 

1— -r- ) = e-" • e - k , für z<k, atfa aud) für z = g<k. 

2)ie$, in 33erbinbung mit ber ©(ei^ung 5.) giebt 

• < 

8) /^z^ 1 .^— Y) k -dz<g^ 1 .e--*.e" !Ä " r .(k-g) f 

in fo ferne g<k gebaut worben ijt. — ©efct man nun 

k = erg 2 , wo a 3pcfttit> r >1 unb entweber enbltdj ober 

ff 11 1 
unenblicfcgrojj gebaut wirb, fo bafi aud) noc§ ^- = — <:1 

iftf — fo wirb biefer lefctere 2lu$brucf jür Sterten 

= (ag— l)»g c -e-&«e- e: "; 

» 

unb biefer Sluäbrucf wirb für g = oo (woburd) au$ 
k>g = ao wirb) unenblicfcflein ; mithin ift ba$ j weite 3nte* 
gral jur 3ted)ten in, 4.) für g = ao unb k = «g 2 >g, 
unenbli^ allein. 

3)a6 erjiere integral jur SRedjten in 4.) iji bagegen (na$ 7.) 

= /-V-^e^.e-^w.dz, alfo aud) (naty §.89.) 

J 

= M«y^ g z c - 1 «e- z «dz = M*r c (wegen g = ao), wenn M 
einen SBertfy ttorjiellt, ber jwifdjen e° (ober 1) unb e~ 9:a 
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Hegt. SSJeit aber a beliebig grof genommen werten fann, fo 

6 1 

fann man ftd) a fo groß berifen, baf — = — wirb} olfo 

liegt M offenbar jwifäen 1 unb 1 H — , b. I). e6 ifl 

M = 1. — 8llfo ift ber SluSbrucf jur Sinfen in 4.) bem bur# 
r e bejei^neten beftimmten 3ntegrale genau glei$, wobur* bie- 
@lei$ung 3.) flrenge erwiefen ijl. 

©efct man nun in biefer ©leic^ung 3.) z = kx, fo er* 
tjdlt man foglei* 

9) r c =* k c •/ 1 (l-x) k . x«- 1 . dx für k « ao ; 



b. Ij. (naty 8- 116. XXXVI.) wenn man v ftatt k fötrfbt, 
ob«, »dl (na# 8. 114. XXXIV»., wenn man bofelbft b = 1 

■(HF^T = 1 ififür y==Q0 ' 

XXXVII. T c = (c-1)! = l«- 1 » 1 = (c-l) - 1 !- 1 , 

wenn nur c beliebig pojitto ijl, übrigen* ganj ober gebrochen. 

»nmerfg. «ergießt man bie XXXVI. unb XXXVII. mit 
einanber, fo ergiebt ftd^ no<$ bie merfwürbige Delation jwifäen 
beiben beftimmten integralen, namlicty 

xxxviii. a> ft ,b = r *' Fh , 

1 JH-b 

wenn nur a unb b beliebig pofttto jtnb. 

2Benn übrigen* (na* XXXVII.) r c ni#tö weiter ate 
eine gafultdt (c-1)! unb (na* XXXVI.) <D e , b ein au* 
gafult&ten jufammengefefcter 3lu*bru<I iji, fo folgt *>on felbfi: 

1) baf bie aon Suler unb 8egenbre auf bemSBege ber 
3ntegral4Re#nung gefunbenen (Sigenföaften ber Oamma* 
gunftionen ni#t* anber* fetyn Wnnen, al* bie ©gern 

VIII. 22 
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f$aftm bet gafutt&ten, alfo bet gaftotittten, alfo audj 
bet ^tobufie äquibiffetentet gaftoten, b. fy. 6tgenfc$af> 
ten, welche jtebet anfanget aus bet 33etta$tung bet 
leiteten *ßtobufte aufhatten farot; 

2) ba£ bie tton (Sulet unb Segenbte auf bemSBege bet 
3ntegtaltec$mmg aufgefunbenen (Stgenföaften bet (Sulet* 
fc§en integrale etjiet Älafie, alfo aud) bet *ßfyi* 
gunftionen, ebenfalls Üjten nädjfien ®tunb in ben 
©genföaften bet gafultäten, alfo bet gaftotfellen fyaben, 
unb au« bet Settactytung bet lejjtetn am emfadjftat 
unb natutgemafeften fyet&otgefyen (€. baS 5te Äajritel 
im nad&flen IXten Steile biefe* SBetfe*). 



J 



Neunte« Äapücl. 

33om 3ntcgral*S0garÜ(flten. 

§. 118. 

\£* fc^ no$ au$jun>ertl)en ba$ befHmmte Sntegral 

in n>el<$e* leitete ba* erflcre 3n*eflral übergebt, fobatb e* = z, 
alfo x = logz gefefct, unb = e* unb = e b ge* 
t>a#t wirb. 

(Sefct man fiatt e* We befannte unenbüc^e Steige , fo 
tyat man 

4 

2 > l = T+ 1 +Ä+S+IT+-' 
unb barau* ftnbtt fi<$ ofyne SSBetteteö (nad> $. 86.) 

b* b* b 4 



a* . a 3 . a* 



3) r*=L>~\ 

7 e/a x a ■ 

T 2! ¥ 3! 4 4! 

wo beibe ©renjen a unb b pofitis, ober beibc negativ 
aorauSgefefct werben muffen, bamit ba6 integral felbft ntc^t ju 
ben unterbrochenen, b. \ ju benen gebore, welche überhaupt gar 
feinen SBertlj fyc&tn. f 

©efct man in b*r ß.) b = 1 unb a = — , unb fefct 

man 

22* 
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4) 1+^+*^+*^+ ... 

= 1,317902151311 .~ = K, 
fo ftnbet ftdj no<$ 

5) Xf ^ =k+l "-(t+^ 2^+^31^+ '••> 

unb biefe @lei<$ung läft fel)en, baf ber SBertfy be6 3ntegratt 
pofttta unb immer grölet unb juiefct unenblid)*grof ifi, wenn 

bie untere ©renje — immer Heiner unb julefrt unenblid?'flrin 

wirb. 

SBtrb in 3.) e* = z , e a «= a unb e b = gefefct, 
fo gefyt biefe ©leidjung über in 



+■ 




La 

(£/?)» (Lßy * 

** T 2! * 3! 

in weiter ©lei<$ung beibe ©renjen a unb ß fieW pofttto 
unb beibe Heiner att 1, ober beibe größer oft 1 fe^n 
muffen, weil fonft ba* 3ntegral gu ben unterbrochenen gebort 
— 6inb beibe ©renjen < 1 , fo fatm bie eine berfelben a 
au$ imenMicty* fleht werben, b. f). t a "= +0. üMefen gaU, 

p& 1 

b. fy. ba$ Sntegrol / -^-«dz l)at man ben 3ntegral* 

«/ -1-0 x-^Z 

Sogaritfymen genannt, bur# ff/? bejei^net unb befonberen 
93etra<$tungen unterworfen, wobei ieboc$ ß<cl unb pofttfo 
vorauögefefct werben muf. 

2>a tri bem 3ntegral4?ogariti)men liß, bie obere ©renje 
ß<:l *orau6gefefrt wirb, fo ifi Lß negativ fo wie auc$ 
La = £(+0) negativ ift. Damit bafyer.rec^W ni#t unbe* 
queme gormen entfielen, wirb man in ber ©let<$ung 6.) ftatt 
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=-£ Hebet ~~ r unb bann jlatt Z, -=J- liebet 

Z*a — Z/öf Z*a 

L(-Lß)-L(-La) fdjreiben, unb biefelbe ©leid&ung 6.). 
wirb bann bie gorm annehmen 

wo a unb ß beliebig pojttto aber beibe Keiner äW 1 gebaut 
ftnb. — 

©oll nun ber 2to$brucf linf* in ben integral Logarithmen 
übergeben, fo mujü man a = +0 fefcen; bie jweite Steige 
jur Vttfycn gefyt bann in einen befHmmten %{fftmrotttf) über r 
ben wir bunty A bejei^nen unb bie Äonjtante be$ 3nte* 
gtalLogatitfymen nennen wollen, fo baf man fyat 

8) A— [ü(-ü«)+ü.+*^+*^+-.] 

fät a^+0, 
unb 

9) Uß M- fl~>to 

@$ bleibt jefct nur no<$ übrig, bie Äonftonte A brt Sntegtal* 
Jogatitfymen ndljetungäweife ju befHmmen. 

§. 119. 

5Rac$ SÖtafdjetoni (Adnotationes ad Calculum integra- 
lem Euleri) fann man aber, um biefe Äonflante ju finben, wie 
folgt »erfahren: 

3Ran fefce ß = 1— w, fo \)Qi man 

Lß =* -(cd-f^o;*+Jw 3 +lai*+ ...) 

unb 
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bann fubfiitufte man biefe SBert^e in bie ®lei#ung 7.), mbem 
man gtetdjjeitig a = +0 fefct imb ben 8u$bru<f ju* Sichten 
(mit 2lu6nal)me bc6 ® liebes Lw) nac§ *p©tenjen t>on a 
entn>i(felt; bie* glebt bie gotm bet (Sntttricflimg für #(1— w) f 
nÄmli<$ 

dz = Z,w+A+b I w+b 2 w a +b a ö) 3 + 



«/ J-« 



••• 



wo A no# bie in 9fr. 8. befhtitte Äonfiante tfi unb wo 
b w b a/ *>•/ ic. ic. tton w unabhängige Äoefftjienten ftnb. 
Stuf ber anbern Seite fyat man, wenn z = 1— y gefefct 
wirb, 

' dy 



11) 

unb 
12) 






+o Lz 
1 



dz 






£,(l-y) 
-1 



£(i-y) y+*y a +iy 8 +*y 4 + ••• . 

= Y+k.+M+k.y'+k,y , + ~-, 



t»o k, k„ k,, k„ k„ ic. ic. 1eid}t ju fmbenbe Äoefftjienten 
ftnbj betin ba bie leitete Steige mit .y+iy*-Ky 3 + ••• «tul* 
tiplicirt, für jebett SBerty von y allemal —1 geben mujj, 
fo cjiebt bie* bie @leid}una,en: 



k = -l 

k -Hk = o 

k,-Kk,-Kk,+ik.-Hk 
u. f. w. f. 



= 



• b. \). 



fk = -i, 

k,=-K, 

kl == +TT» 

k* — 4"tW» 

«. f. ». f. *> 



*) Stttatytet matt »on biefm ©(ti^mgrn j*ei nä$ft <mf tinonk« fol- 
«ntbe, nämli<$ Wt n«« unb feit (n+1)'«, *. &• 

1) k»_,+K-»Hk B _*+ - + -jj^- k. + 4" k = ° 
«ab 
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©int nun tiefe Äoeffijienten k, k 0/ k, , k a , k 3 , k. k> 
ausgewertet , fo integrirt man bie ©leictyung 12.) nad) y jtt>i* 
f<$en t>m ©renjen y = (o unb y = 1, unb man erhalt: 



fo giett bie etftee, toenn -1 ftatt k gef<|t totrb, 
fololtty, toenn man mü -jj-j- mnltiolirift, 



n 



n+i n+1 



( k »-9+* k a -*+i k ,,-4+ - + "i=r k -)- 



©nbfKtuirt man Hefen ©erfy re$t* Patt — — , fo toie -1 patt k, in 
bie andere ©leubunfl 2.) / fo jinbet {t$ 

V. = (rä--»)-w(i-rä-j)- w(t-5pi-*)-W~ 

Diefe ©Ieicjnng giebt, »enn man 2, 3 / 4, w. jc. fJatt n fe^t, alle 
SBetfye k„ k a , k„ k. :c. in k 9 = +| anSgebrüdft, »nb täfit fe$en, 
bafj leitete alle ^ofiti» toerben muffen. 2Beil aber bie anbete <8lei$«ng (2,), 
»<nn {latt k fein SBerty -1 gefegt »iib, an$ »0$ 

giebt, fo folgt no*, baß 

k n-l<-= 



ift, «wran* Imorgttit, bafj k nsl ffit fefr gtofe a, fe$? Hein, nnb für 
einen nnenbli$*gro$en SBerty *cn n, »nenbtt$*flein »üb. 

2>iefe $et*4i<}tung ift notyoenrig, tun eiitjuft^tt, baf bir ffrr ^ . % 

gefnnbene föetye 

— +k 9 +k l ai+k a ai' J +k 3 wH — 

für a><l cowergent if. — 
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13) f"-^— dz = £,ft»-k w-|k,fi>'-ik,<»*-4ksö«— ... 

«/ +« Z/Z 

SBergleic^t man ober biefe 3ük mit ber @lei<$ung 10.), fo ftnbet 
fic$, ba beibe (Steigungen für alle ftetig auf einanber folgenbat 
SBertye &on ai gelten, weldje jttrifd&en unb 1 liegen, — 
fogleid& für A eine eowergente Steige imb efat barau« tyerttor* 
ge^enbet Ääfyenmgäwertl), ndmlid) 

14) A = k +ik 1 +ik,-Kk 8 + - = 0,57721 -, 

n>obur# bie Äonßante be$ 3ntegrak?ogartä>men gefunben ift. — 
SBitb in ber ®lei$ung 9.) Lz = x gefefct, fo wie 
Lß = |, fo erfyält man tyierau« no<$: 

wo bie obere ©renje £ negativ gebaut werben muji unb 
wo A bie (in ». 14. bejlimmte) Äonftante bce 3ntegral* 
Logarithmen aorjiellt *). 



■ 



©efrt man in ben ledern SfuSbrucf für kji-i'N #<*** k n-J f r * Ättt 
©erty au<3 ber erlern ©leufcung (1.), fo jmbet ft$ 

k B _, = i i r -^-[( i+ i)k n _,+(m)k»_4+ ••• -4^+¥) k ']- 

au« ftel$er ©leid&mtg no$ 

• 1 l 1 . - . n-1 

*n-i<-H^--2i •'•' **-* < 2n(n+l) 

^fworgc^t. 

*) Diefer ©leigung 15. tat ft$ 2J?af#er*ni abermal* bebten*, um 
bie Äonfhutte A }u befHmmett. (Er integvirt ju beut fttbe 

/$ e x 
-—•dx, n mal hinter einanber tyeiltMife, unb rebucirt baburdfi biefe« 
-« x 

/* e* e* 

-^j.dx; biefe lefctere jDifferenjial*8unJrtim -^j 
-oo X X 

fterfeanbelt er nun in eine unenbltcje na$ ganzen unb ftetgenbtn Jtaienjen 
Don x fortlanfenbe S?ei^c unb intt&rirt; e* füfrrt ft$ babei eine (»ort n 
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©efct man ht 15.) -x flatt x, fo wie -£ ftott f, fo 
etfydtt man weiter 



~.dx in biefe 

Untere au*. — 9hm fefct er $ier n+1 flatt n unb bergtei*t betbe $u** 
brütfe mit einanber ttnb erhält 

1) ^+1 = ^-^ * Ut ^ A * + * T T = ffir Jü=zi 
alt &ebuftion*formel jut SejHmmung »on A n , toäfcrenb er *u ölcic^ct Seit 

2) A = A 

na*i»eift Diefe ffiebultion*formel 1.), toenn in tyr nac^ unb na* 
0, 1, 2, 3, — n-i flatt n gefe&t »irb, fü$rt ju 

3) A n = A-(l+HffH - +y)' 

loo A bie gefügte ftonflante M 3ntegraM!ogarit$men iß. herauf fubfH* 
tuirt et biefen SBertb flatt A n in ben oor&er erhaltenen Huflbrud für 

* e x 

— .dx, unb fe&t in biefer mm $eroorge$enben ©lei*ung, $ = -n 



/ 



-oo X 



— *dx, =0 »erben mufj, unb 
babur* erb&lt er für bie Äonjfante be* 3ntegraM*ogarit$men bie ®lei*ung 

4) A = -Ln+(l+{+HH ••• +4") f fir n = Q0 - 

3u biefem JRefuItatc be* 9Waf*eroni lagt fl* no* $injuffigen: 

Da man (rat* n f*reiben fann -zx*"^ö"~zö- ••• t'W # t# 

äI(o flatt £n bie (Summe ber Logarithmen ber einzelnen gaFtoren biefef 
$robuft* # fo fann man biefe @lei$ung 4.) au* fo f*reiben 

5) A = l.Lf +;-£.|+|*L4+i-^Hi-^f+ ™ **, 

»el*e unenblidfre.SRetye, ba ffe abtor*fetobe a3orjei*en unb immer Reiner 
»erbenbe ©Heber %at, )u ben conaergenten gehört. 

Dur* biefe ledere Betrauung iß e* aber auf er 3»eifel gefegt, baf 
bie ©lei*ung 5.) ben SBerfy bon A brßo genauer liefert , \t gröfer n ge- 
nommen &irb. 

3u* biefer ©letyung 4.) l)at nun SRaf*eroni bie Äonftante be* 3n- 
iegral»£ogaritymen beregnet (inbem ft* bie Summe 
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/»*a-x e« es e« 

i6) ^ _..&— A-i i sfM| T +*.| r -i.|i+ -•• 

n>o ? beliebig pofitlfc florauSgefefrt »erben nrnfL 

Unb wirb fyter ax fiatt x gefegt unb a§ fiatt £, linb 
babei a beliebig pofiti* gebaut, unb bte neue ©leid)tmg 
*on ber alten fubtrafyirt, fo ftnbet ftdj: 

17) / - dx = üh^4|- +4 jj. _ k. 



T ^2! T 3! 



unb tiefe ©leid&ung gefyt für fe =* +0 ober in 

/»°° p— x p— ax 

18) / -?-^ dx = Z,a, 

wenn nur^ a beliebig ^off tf\> iji. 

8. 120. 

UebrigenS iji eS nodj leicht, bie ßonfiante A be$ %ntt* 
graMtogaritfymen burd) ein bejtimmte* 3ntegral au$jubru<fen. — 
6efct man nämli# in 9t. 8.) — La = n, fo ftnbet ftdj fogleidj 

19) A = -Z,n+n-|. ^+1.^-1.1.-1.... für n = oo; 

1 

l+T+7+i+T+ ••• +— für einen gwflen SBertJ »on n mMelj* ber 

gönnet beregnet, t»el<$e bte „ßc^re ber enbligen ©ummen unb Differenzen" 
für bte (SummaKon ber flti^tn überhaupt an bte £anb giebt). — (Bauf in 
feinen Disquisit. gen. circa seriein infinitam etc. etc. (©. b. II. 93b. bei 
©Bit. (Somment) bemerft, ba§ Segnungen be* 8. 8 . Wtcolat bie 20" De* 
eintolfrette be* SRafgeroni fcaben unrichtig erlernten Iaffen, — fo baf man 
in 19 Decimalfictlen genau tyai 

6) A = 0,577215 664901 532860 6 ••• . 

Sei btefer ©elegen$eit bertoeffen ttir nog anf bte ttnierfu$ungen »oh 
(solbner (Theorie et Table« d'une nouvelle transcend ante 1809.) unb 
»effel (ÄlnigSberger *rt$fo für 9*aTnr»iffenf$<iften uub 2Ratyemartf. 3a$r< 
gang 1811. litt ©tfid). 
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mm ffl ober ld$t dnjufeljra, baf 

unb 

^»=Xii?-' iir - i ( 1 +l)* ) 

tji; — folglich l)at man, wenn man tiefe lefctetn Reiben ®Uu 
jungen von emanbet fubttafyitt unb n = od nimmt (weil bann 

L,(l+— \ = wirb) (aut 19.) auc$ noc$ bie Äottftante 



«»*-yr(i-ife-f)-* 



i 

er-r 



S. (wH)-T)' dY = f> iJ3 i dy5 

unb e* ile^t fidj atfo nun bie Äonftonte be* Sntegtal^ogatitfc 
men ganj natutgemafj bur$ ein bejiimmte* Sntegtal auögebtfltft. 

S. 121. 

ge tj* ni#t ofyne 3nterejfe ju fel)en, wie man bei ber ©e* 
ftimmung be$ 2)ifferenaial^oefftgienten be* Logarithmen bet 
(®amma*) gunf tion 

r x b. ty. /* e-^.z^-dz ober /* Il^-J^ *dz, 

wobei x fieW aW }>ofiti& fcorauSgefefct werben muf, auf bie* 
felbe Äonjiante A be* 3ntegval4?ogaritl)men ftöft. 

©iffetenjiivt man nämlid) r x (naä) x), fo erhält man 

21) 8r x ^/"e-t'Z^'Lz'dz, 



*) ft ifl jtoar a«$ %y 2= / — -dy, alfo Ln s= / — .dy; 

tooUte man aber £n bnr<$ ein mü (9toß) anfangenbe* Sntegral an** 
brfidfen, f* mn(Me man bte obige Jffienbuna, nehmen. — Da* ®attjr Ifoft 
batanf linont, ba0 man I*(l+&) jtott £n fättM, mt, fdbalb 
ii = od iß, foglety nnbebingt tyattc eef^en Kniien. 



1 
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weid&e« 3ntegral (na$ 8. 109.) abermals ein cotwergente* unb 
ununterbrochene^ ift, unb welche* man nun üerfudjen fann au& 
juwertljen. 

ÜWan f)at aber jur Shröfüfyrung (na# SR. 18.) 

Li Vo y dy ' 

fotgUdj (au« 21.) 

22) *r x ^'^.^.Jl'J^L . dy ).dz. 

detlegt man nun ba« für Z,z gefegte befUmmte integral in 
jwei 3tttegrale, wo jcbe« für jt<$ Weber ju ben unterbrochenen 
no# gu ben bibergenten gebort, fo fann man ben 2lu$bru<f jur 
Siebten in 22.) in jwei bejlimmte SwppeU integrale jerlegen, 
unb in jicbem bfe Drbnung ber 3ntegration umfefyren, unb man 
wirb för 8JT X einen neuen 2lu*brucf erhalten* 3»an ^erlege 
alfo fo: 

Jo — y — dy= v<> -^r-'^-Jo -T*'**' 

wo f y nod) ganj unbejlimmt bleiben fann, unb nur fo gebaut 
werben muj*, bafi ber gemachten Sebingung be$ Ununterbrochen 
nen unb ber Sonaergenj ber bejiimmten 3ntegrale genfigt wirb*). 
2)ie ©leid&ung 22.) gefyt nun fiber in 



m > »'■•"/"'-»-'•c/r-s- 5 --") 



dz 



+/y^- i '(/ '- p«*k 



*) Die einfache 3«leguitö »ürbe fe^n , toetttt man f y = nomine, 

/°°e~y-e- x y ' 

— -dy ttrlcgtt in 

/ «dy- / .dy. — Statin Betbe lefctern 3ntcajrale burfen 

t/ o y t/ o y 

in leinet 9ie$nung me$r jttgelajfen »erben, »eil fit §u btn nntertn^enen 

öftren, bie gar feinen IBerty fytöen. 
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3e$t if» ba* erjlete Do^el^ntegral (in 9?. 23.) 

= y e-s-z^.dzX y e ~ y »dy 

roä^tenb ba* anbete 2>oM>et3ntegtal jut Metten (in ». 23.) 

t/ot/o y 

ober, wenn man l)iet juerji nac$ z integtfrt *), 

«/o y 

iji. — 9Wan fyat bafyer, wenn man biefe SBertye in bie 23.) 
fubfHhiirt unb but<$ r x btoibirt, 

24) <£ * 5. »c^ro = /^ -^).«i, 

ober eigentlich. = /*" e r ~ fy .dy+ ■/""— ^^ • dy, 

wo f r tto(^ immer eine beliebige, aber bei: Sebinguna, ber <Sjd* 
ftenj ber befHmmten 3ntegrale genügenbe gtmftion »on y ifi. 
Sefct man fyfer, um bem integrale jut Seiten eine bequemere 

gorm ju geben, ^- = v, atfo y = -~ - — 1 f 

*) «« if» nSntlty (na* $. 116.) 

/■"e— •z x - 1 .dz = r x } 
•'o 

ftfct man abtr (i+y)z ftatt z, f« baß dz in (l+y).dz fitargr^t, 

fo «bält man bfnau« fogleftb (na* $. 97.) 

/■- e-«-x». z*-» . dz = — ^ — . 
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fo ettydlt man 

welche* beftimmte integral am einfachen i|i, wenn man f y fo 

1- 

nimrnt, bafl — • fi_v ~ 1, b. lj. fi-v = v wirb. 5>itf 

1— V 

giebt, fobalb — = y gefefct wirb, n>o barnt wiederum 
1 

f - JL" 

7 i+y' 

ÜRan Ijat bann (au« 24. u. 25.) 

26) Bi^r^f'—J+L.^Jli^.^, 

Wätyrenb ba$ erjiere bejHmmte Sntegral jur 3te$ten, wn x un* 
abhängig (nafy x frnjiont) iji, unb jtoar (nac§ 91. 20.) genau 
= — A, fobaK) unter A bie (in 31. 14 be& StjrteS unb in 
91. 6. ber angefangen SRote bereit* aufgewertete) ^onjlante 
be« 3ntegral*8ogaritfymen Mrjianbcn wirb. — Unter bie* 
fer SBorauÄfefcung fyat man alfo 

27) 8Z^r x = -A+/ J^-I—.dv, 

tt>o A bie Äonftante be$ 3ntegral*?ogaritI>men iß, 
watyrenb x jietS pofittt) gebaut »erben mufL 

@efet man 1+x füatt x, fo $at man no$ 

28) ÖOLoffA+o* = -A+ Z" 1 ^-dv, 

tt>o x jtmfctyen —1 unb +ao liegen fann. 

ginbet man nun fyierau*, inbem man naty x mtegrirt, 
$una#ji Logr^ x in A unb x auGgebrucft, fo l)at man 
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wieberum ein 2Rittel, bie tfonjlante A be$ SntegroU 8o<jariti)* 
mm ju fmben, babur#, bafi man in btefer lederen @lei<$ung 
fiatt x irgenb einen folgen SBSert^ fefct, ffit »eichen r 1+x , 
alfo aud^ Z^grA^ bereit* befannt ift — 

Um aber biefe 3ntefltation nad) x bequem ausführen ju 
föroten, muf man ba$ bejiimmte 3ntegral in 9t. 28.) $ut Seiten 
ttorfyer no<$ in eine unenblt<$e Steige umformen. 3« bem @nbe 
neunte man 

^ = 14- V -l-v*+ ...'+v»+I — 
1— V iii II i_ v 

unb matt fyat bann 
^i^.dx =y* (l-v«)(l+v+v«H |-v»).dv 

tt)d^renb biefeS leitete Sntegral für n = oo offenbar unenb* 
lidjMHein wirb *). ©treibt man nun ba$ *Prqbuft 

(l-v x )(l+v+v*-f ... +v n ) Hebet fo: 
fo erhalt man: 



*) G* befceij* jt$ bie« lei$t fo: SJton föreibe puStf 



V«— V "** 1 — -»If 



•v° thtt 4^-^ + S 



l_v "•"•• i-v 



v-v 1+x 



bamit bet ffrpo»eitt 1+x jbt* „>1 (fr, alfo — j^ — fir alle 

ffiertyc »on v, bie itotföen unb 1 Hegen, ßet* enblufr bleibt, fo tj* 
(na* §. 89. 0) 

»o £ irgenb ein SBerty jt»tft$en unb 1 ifh ZXcfer lejtere 3fo*brtttf 
tohb aber «nenbluHl«»»* fobalb n mtwbH<Hw§ gebaut toirb. 



1 
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29) r ^ ' fo = TX-+T- ÖT-+I- «nr-+ — 
/ «7+0 1— v 1+x ' * 2+x 3-f-x 

olfo («u« tiec 9?. 28.) 

30) ^ ( r 1+x)x = _A +I ^ +i . i ^+ i . I ^- x+ ... 

1 

-J • 2 — für n = ao. 

11 4 I 1 

lH x 

1 n 

wo x jroifd&en —1 unb +od Hegen untf. — 3ntefltirt 
man nun nadj x ofyne 2Beitere$, unb bebenft man, baj* 

±/ii^. dx = ± x _ % ( 1+ jL x ) 

m , 
ift, fo ftnbet ft# 

31) Z,(JT 1+X ) = -Ax+[x-£(l+x)]+Qx-Z,(l-Hx)3 

+[ ix -Z,(l-Kx)]+ ... + [±x-Z,(l+i-x)] fftt n = ao, 

n>el<$e Steige consergirt für jeben SBertl) aon x, ber gnrifd&en 
—1 unb oo liegt. 8lu6 biefet @lei#ung 31. lajfen jtd) nun 
bie inteteffanteßen Folgerungen jiefyen. 

©efct man gun&$ß, um bie Äonjiante A ju Ijaben, fiatt 
x itgenb eine p of itit>e ganje j$afy m, fo erhalt man, toeit 
(na# §. 117- IL) A +m = 1.2-3-4 ... m tji, 

£2+Z,3H }-£m = -mA+[m~Z,(l+m)]+[y-i5^1 

föt n = oo, wotaud I)er*otgeI)t : 

32) A = (l +k+\+ •••-£)-"• Z.[(l +n)(2+n)(3+n) 

(m+n)] für n = oo ; 



• •• 
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t>. 1). bet SluSbtuef n$t& ndfyett ft$ bet Äonflante A befio 
m *¥ f U fltofer man n nimmt, unb fommt il)t unenblit^^na^e 
für n unenblit^gtof, tt>5l)tenb flatt m jebe pofiti&e ganje 
3atyl gefegt werben fann. 

3)a« einfache ff* e$ natürlich, wenn man (in 31.) x = 1 
obet (in 32.) m = 1 nimmt; man l)at bann 

f a = (i-z,2)-ha-^D+a-^i)+a^ *> 

1 \n n / 



33) 



ober 



A = (l+H4+i+ - +y)-M1+i) föt n =ao; 

unb fo jtefyt jtd) biefelbe gotmel, na$ xottytx, wie n>it in einet 
»otjiefyenben 9?ote gezeigt tyaben, 9Kaf#etoni bie Äonjfonte A 
, beregnet fyat, auf eine eben fo naturgemäße atö einfache SBeife 
<jefunben, toäfytenb bet SBeg, ben SRafctyetoni genommen l)at, 
um ju ifyt ju gelangen, über feine 9Wc$tigfeit noc^ einigen 
3»>eifel Ia# t . . 

§. 122. 

Diefelbe 9?. 31. i&p aber au# noä) «testete anbete intet* 
effante unb wichtige golgetungen ju. 

®efyt man }. 33. in tyx *om Sogatitfymen jut 3«W M*t t 
t>. f). potenjitt man bie SJajte e mit beiben Seiten bet @Iei* 
#ung 31.), um gut Sinfen r 1+x ju etfyatten, fo giebt bie« ho<$ 

34) A^ = e ax. j _ # __. i _ ... 



i 

— X 

••• X — ^s — f^t n s= aö , 



1+— x 

wobut<$ r 1+x but$ ein $tobuft »on n gaftoten auSgebtücft 
fi# fte^t, beifen SBetty bem SBettye *on r 1+x befio nfi^et 
fommt, ie grofet n genommen wltb, unb unenbtt<$*nal)e 
VIII. 23 
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f owint für n = oo , fo lange nur % enbli<$ ifi imb jwifc^cn 

-1 unb + 00 1*8*-. 

äjBiH man ein äfpüi$e*, aber *on bar &onftante A befreite* 

?ßrobuft für A+x fyaben, fo batf man nur in 34.) guerf 

1 jlatt x fefren (wobei r 4 = 1 ! = 1 genommen werben tmtp), 

bie neue ®lei#ung bann mit x potenjiren, unb aulefct bie 9t. 34. 

burdj bie iungfle ©leid&ung btoibiren. $ie* giebt 

35) A4, ■ (1+x) f 2 ^; ( 3; : ;;\." (n+x) '(n+i)' & n =<», 

wo x jwifdjen — 1 unb +ao liegenb gebaut wirb; — ober, 
— wenn man (au« «. 117. IL) r 1+x = x*r x $u £ilfr 
nimmt, weldje gormel aber'x beliebig pofitt» ttorauftfefct, — 
unb bie vorfietyenbe ©leidfrung bur<# x bfoibirt, enbli$ au<$ 
nodj n— 1 ftatt n [greifet, 

r 1 • 2 . 3 * 4 - - n (n+1)* .. 

F « ~ x.(l+x).(2+x) ... (n-l+x) , "5+5r *« n==C0 ' 

ober 

wenn nur x beliebig po ftti^ ifi. Unb babm$ ij* (na<$ 9.101. 
HL) «beroa» r x ** (x-1)! geftotten, wie in «. 117. 

2>iefelbe S. 31. giebt im* femer, wtm wir bie befmtnte 
(Meinung 

/ 1 \ 1 1 1 

\ m / m m m 

ju £ilfe nehmen (wobei wir aber x gwif^en —1 unb +1 
un* benten muffen, bamit bie Steige für jebe poftttoe ganje3a^l 
bie fiatt m gefegt werben mag, ftetd cotwergent b. ty. geeignet , 
iß, ben bur# L bqei$neten r feilen SBertlj be& Logarithmen 
iu liefern) — fofllefdj au$ ben £(ri+ x ) in eine, na$ flan* 
gen Sßotenjen »on x fortlaufenbe Steigt. — tieften 
_wir nämlicty ber tfurje wegen bie unenbli^e JReifye 
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37) l+±+^+^-|~L + in fat - S m , . 

fo giebt bie % 31. auf He gebaute SEBeif^ augenbli<«M& 

38) i(A +x ) = -Ax+lS 1 x 1 -4S 1 x 1 +lS 4 x^S § x»+ ..., 
♦ wenn nur x ^ojttfo ober negatto aber an fi <$ flehtet* als ' 1 ge* 

batyt wirb, bamit bie Steige gur Kelten con-oergirt. 

@efct man fyier -x flatt x unb abbirt man bie neue 
fReilje ju ber alten; fefct man in bem JRefultate no# x«r x 

m A+x, unb ^^ jiatt r x .r^ (alle* na<$$. 117. 

Sfamerfg., wona$ au# x bloß pofttfo *orau$gefefct »erben 
barf), fo finbet ftcty weiter 

39) ^(äSs) "" Ssx'-KS 4 x*+|S 6 x*+AS 8 x«+ ..., 

wenn nur x pofitit) unb <:1 Ift — ($0$ barf man fyier 
audj x negativ nehmen , nur an ft#. <: 1 , wie bie blofje 2ln* 
ft#t ber gormel jeigt). 

SKultiplicirt man biefe @lei$ung mit \ unb fubtratyirt man 
fol^e bann -oon ber 91. 38.), fo finbet fidj ferner 

40) £(r 1+x ) = «z,^ c -Ax-4S $ x 3 ~iS5xMS7x 7 - .«, 

wenn x jwiföen —1 unb +1 liegt. 

2luÄ ben @lei$ungen 38.) unb 40.) fann man nun wieber 
mehrere ©leidjungen jur SefHmmung ber Äonjlante A be« 3n< 
tegraMJogaritfymen ableiten, inbem man bem x befHmmte SBertfye 
beilegt; j. 35. wenn man entweber — £ ober +t fatt x 
fefct, weil ptadj 8. 117. Slnmerfg. unb 8. 105. XII., XIII a. 
unb XI.) 

r t = yn unb r* = |«T| = \^n 

m 

i 

belannt finb ; — nur muffen bie (in 31. 37.) bur# S m bejeicfc 
neten Summen ber fogenännten Steigen ber reciprofen Sßotenjen 
vorder befannt feyu; unb wegen biefe« lederen UmfianbeS wirb 

23* 



356 Som 3«tegrat8ogÄrt^mett. Aap. IX- §. 122. 

man l)ier abermals ju ben 33ernoulirf$en 3<il)tett flcfü^Tt 
(na* $. 82. unb §. 67.). 

Slnmerfg. SBir wiffen (au* §. 95.), baf wir au8 iebem 
ausgewerteten beflimmten 3totegral (nad) z), welche* nodj eine 
tfonjiante x enthalt, immer neue unb neue bejiimmte 3ntegrale 
ausgewertet erhalten, wenn man biefe @leid)ungen nadj biefet 
Äonjiante x tntegrivt ober biffeten jiirt , babei aber barauf fteljt, 
baf bie baburety neu entftetyenben befiimmten Sntegrale jebeSmal 
wieber ununterbrochene unb com>ergente ftnb, fo bajü bie Sieful* 
täte nidfr weiter beamtet werben, fo oft eine tiefet beiben lefcfc 
erwähnten 33ebingungen nidjt erfüllt iji — Slimmt man bafyer 
als 2lnfangS*3ntegtal ein foldfceS, welche* r x in feinen SBertfy 
mit aufnimmt, fo wirb baS neue bejiimmte integral, wenn e$ 
auS.bem vorigen burdj SMfferenjiiten erhalten worben iji, bie 

Sfcleitung ®r Xl otet au$ (»eil $(Lo g r x ) = ^ ijt) 

baS *j3robuft r x .8(Zrf#r x ) unb fomit auc$ bie ßonjiante be« 
3ntegraW?ogaritl)men in ji<$ aufnehmen fönten, woburd) erflart 
ift, wie biefe lefcterwaljnte Äonjiante in nod) bieten anbernSBet* 
tfyen beftimmter Sntegrale eine 9tcDe - fyielrn fann. 

Obgleich wir übrigens in bem fcorfteljenben Paragraphen 
gelegentlich eine Slnja^l gormeln beigebracht fyaben, nad) benen 
®amma*gunftionen (gafultäten) beregnet werben fönnen r fo 
mag bod) , eben weil »iele anbete bejiimmte integrale auf bie 
SBertlje ber @amma*gunftionen (b. fy. ber -gafultäten) juruefc 
geführt werben, biefer Seredjmjng baS na#fte Kapitel gewibmet 
werben. — SBir werben bann auf anbeten Sßegen auc$ no<$ 
einmal ju benfelben gormein gelangen. 



3e&ntea Äapitel. 



«Rumerifcje 2U$re4>nun0 ba reellen gafultaten unb gaMo* 
rtellen, unb fomü ber ®amma-8unfttpnen unb*ber 3>&i-8uttl- 
tionen, b. J. ber <£uler*f<$en Sntegrafe j »ei t er unb er f*er 

klaffe. 

§. 123. 

1) Säfrt ft<$ a m ' r nac§ ^otenjen t>on m entwiefeln, fo 
fann bie Steige nur poftti»e *ßotenjen *on m in tfdj aufnc^ 
men, ba für ra^fl, a m ' r = 1 i% — 2)a$ allererjle (Stieb 
biefer Steige mu<ü alfo = 1 fetyn. 

2) Sä^t fid) bagegen a m ^ na<$ *ßotenjen von r entwitfeln, 
fo fann au# tiefe (£niwi<felung f fo lange a p of itit> ge* 
bac^t witt), nur pofitise ^otenjen son r enthalten, weil 
wir im 8. U5 V . bewiefen fyaben, baf a m ' r für r =s ±0 in 
a m übergebt, fo lange a pofitis ift*) f — 2)a$ allererfle 
©lieb biefer (Sntwitfelung ifi alfo = a m , fo lange a pofttto 
vorauÄgefefct wirb. — 3)abei !ann man aud), wenn man will, 
ftatt ber *ßoten$ a m tyren 2Berty 



l+m«Z>a+ 



m a .(Z/a) 2 . m**(La) 



2! 



3! 



~ + 



••• 



fefcen, wo. La 



*) Äramp glaubte (in bem fcjjon angurten Söerfe), bn§ eine folc&e 
Sfcetye für (eben Söerty »on a nnb m ftatt pnben muffe, unb bie* tfi 
bie §»ette Duelle ber 3ntyumer, in bie er ft$ aernudelt flety. — ®ir 
tfaxLbtn ben Ar am p §u efyren, tnbem fcir auf bie £refffi$fett feiner Arbeit 
unb ftugletg auf feine Srrtyümer aufmerffam tna$en, eben »eil ber lederen 
wegen, bie erfiere bisher Diel ju »enifl SJnerfennung gefunden $at. 
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ben reellen Sßertl) be* natürlichen ?oa,ariu)men ber pofittaen 
3al)l a «orfteUt. 

3) Sinben abet bie teilen erftern <Sntoi<feutngca Patt, fo 
töft fiä) bann (wenn a »ofiti» ift) bie gaftotiefle •■*• in 
eine Doppelreihe entwicfeln, bk in ber einen Stiftung nac$ too» 
fitisen ^Jotenjen »on r, in ber anbern 9tiä)tuna, nä$ pofi» 
titten *Potenjen von m fortläuft, unb beren aQererßeft ©lieb 
bie (Sin^eit ift. 

4) <Sefct man ictxx^ auf er a mtc^ noc$ r pofitfo t>or> 
au«, fo \)at man (na<$ 8. 102. VI. 2.) 

(f+m-l)'. 

»un läf t fi$ r» fogldcfr in bie ftetye 

l+m.£rH ^y— ^ — l ^r 1 — r- »• 

»erwanbeln; aber aud) ba« integral 

^(a^H-m C. 1>. € y o *"*•«' -dZ 

läft ftty na<$ bem SRaclaurtn'fdjen Setyrfafce in eine na$ 
gangen *ßotengen tton m fortlaufenbe Stelle wttoanbeln, ba, 
wenn man /* mal fyinter einander na<§ m bifferenjürt, foldje* 

Ö tt (^c:r) + m)m =J e~*.z' +m *~ .(£z>.dz 

liefert , testete* integral aber für m = weber unterbrochen 
nodj bfoergent iji, alfo allemal für iebe gange 3^t ^ no^ einen 
äBerty l)at. 

2llfo lajft jt($, wenigjien* fo lange man a unb r, 
beibe pofiti* aotauefefct, bte gaftorieUe *"* allemal in 
eine na$ gangen ^ofttit)en *ß*tengen t>on m fortlaufenbe Steige 
entotifeln, bie beliebig wo abgebrochen gebaut werben fann, 
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fobalb man no$ bie Srgänjungöglieber fld> tyinjtfbenfi, voelc^c 
We eben betriebene (Sntwicfelung tto$ <m bie" £anb giebt. 

5) 3ft m pojitto ganj, fo töflt fl# a*i' al6 ein *ßro* 
buft t>on m ftaftoren a, a+r, a+2r, a+3r, n. k. alle* 
mal in etne fteltye fcerWanbeln, feie na<$ ^oftttt>tn ganjen $o* 
knjen *on r fortlauft. -^ 2>affelbe fann man aU$ befyaut>teft, 

wenn m negatto ganj ift, weil bann bie gaftovtellc a m ' r ni#W 

1 

anber* al« ben Ctuottenten 7 — ^-r-, — öt — ; * 

(a— r)(a— 2r)(a— 3r) ••• (a— mr) 

bebeutet, biefer aber nati) gangen unb poftttoen *Potenjen son r 
ft# entwitfett, fo lange mc$t a = ijl — @$ fragt ftdj 
aber, ob and?, wenn m beliebig gebrochen ift, pofttto ober 
negativ , — bie gaftorieHe a m ' r ftcfc no<$ nad) pofittoen gan* 
jen Sßtfenjen &on r entwideln lafien wetbe? — 

3)iefegtage wirb nun bie folgenbe Unterfu$ung bejafyenb 
beantworten, wemgften* für bie gdtfe, in benen a unb r 
Vofiti* gebaut werben. 

8. 124. 

Aufgabe. 2>ie Äoefftjienten B, C, D, E, ic. k. ber 
ua<$ 8. 123. 3?. 4. allemal eyijHrenben 9Wtye 

1) a m " = 14-B.m+Cm a +D*m 8 -f •« 

*u ftoben, fo kmge a unb r poftito tforauSßefefct werben. 

«uflöfung. 3)ie gefugten Äoefftjtenten B, C, D, k. 
ftnb offenbat gunftionen »on a unb r. — Wtan neunte bie 
©leic^ung (8. 102. V. 6.), namlicfc 

2) a m i* • (a+mr) » a * (a-fr)»» 1, j 

man fubfiituire in 1.) a+r jiatt a unb man erlitt: 

3) (a+r) Ä " *= l+(B-H/B).m+(C + ^C>m , +(D + //D).in 3 + ..*, 

wo bie Stfff ewigen JB, JC, Jb, k. ju ber SKfferettj 
J* = r geboren. — SRqn fubfiituire nun bie Steigen 1.) u. 3.) 
in bie ©leietyung 2.), fo wirb jie bie folgenbe: 
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a+/aB\*m4-/ aC \»m*+/ aD ym 3 + — 
\+f) \+rB/ \+rC/ 

= a+/ aß Vna+/ aC \.m*-W aD ym*+—. 
\+a^/B/ \+*-Jc) l+a.^DJ J 

äu* ber 93erglei<$ung tiefet emjelnen Äoefftjienten ber ttetfdjie? j 
benen *ßoienjen t>on m ergiebt fic^> nun füv ia = r fogleid?: 



//B = 


r 

T' 


olfo 




B = 


-ID+Oi 




z/C = 


a 


alfo 


N 


C = 


-(T- B )+ C 'i 




., »0 


c, c', 


K." 


IC. 


no<$ 


ju befiimmenbe 


Äon* 

» 



ftanten (nadj a) ftnb. 

■Run fmbet ft# aber -(— ) ff« ^a = r, au* ber 

©leidjung XIII. be« 8. 69. , wenn man bafelbji i- ftatt f 3 



x 



na#gel)enb* aber bejüglicty a unb r, fiatt x unb h fefct, 
unb jwar finbet man ben Äoefftjienten B son nadjftefyenber gönn: 

4) B = c+^^-S,-^+»3^^-^r + ..v 

wo 93i f S 3f 93 5 , ••• We (flett pofttto gebauten) 33er* 
noullt'fdjen 3^Ien finb unb wo bie ^onftante c, bie eine 
gunftion fcon r fetyn fann f no<# näfyer beftimmt wetbett muf, 
wafyrenb, wo man audj bie Steige abbrechen mag, ba$ @rgänjung& 
glieb (na# §. 69.) allemal Heiner afö ba$ ©lieb ift, bei weldjem fle 
abbti^t. 2)fe 93ejlimmung ber Äonjtante c gef<$iel)t babur<$, 
baf man ben für einen befiimmten SBertt) x>on a j. 33. für 
a = +od befannten SBerty ber gunftion B ft ober B fennt 
SBeil aber (na$ $. 115. XXXV b .)^ für a t= +od bie ($nt* 
witfelung aon a m i r ,in bie ber *ßotenj a m b. fy." in 

l+m*ü»+---— "«i — -.+ ••• fi(?ergel)en müfc, fo ijfc für 
a = +qd ber Äoeffijient B (»ou m l in SR. 1.) fcem ia 



gfeidj, anb ba fW) au&4 für a =» -f od, B "±= c+Xa ffdj 
et-gicbt f fo folgt b.atau* 

= 0, 

alfo (aus 4.) 

5) B = Z,a^^-© l .^+SB 3 -^-»,-^r+ k.k v 

welche SReifye (nadj 8. 69.) atö eine enbtictye angefefyen werben 
muf, ju weldjer, wenn ffemit bem ©Hebe 

+(— l)*^-^-«— sr abbricht, allemal no# ein (Srgän* 

gungSglteb fyinjufommt, weldje* Hemer atö biefed lefcte ©lieb tfi. 

2)ie übrigen Äoefftjienten C, D, w. ber gefugten Steige 1.) 
finben ffd) nun aus B unb au$ einajtber, wenn fie audj jiem* 
lic$ tterwidelt ju werben. brofyen, genau auf bemfelben äBege. — 
Un$ genügt e« tyier ju bemerfen: 

a) baf man (au$ ber wteberfyolten Slnwenbung ber V. be$ 
§. 68. vber ber XIII. be$ §. 69.) bie Uebetjeugung gewinnt, 
wie biefe Äoefffjienten C, D, E, k. bejüglic$ mit ben ©lie* 

, (L*y (L*y (L*y . . . . 

bem -är-, ^qi f ~TT~' K ' an f an 9 en unb aufjerbem 
nad) ganjen pofitt&en *ßoten}en von — fortf freiten 5 . 

/?) bajj bal)er bei ieber neum ©ummmbejlimmung nadjh ber 
gormel XIII. be$ §. 69., bie fyinjutretenben Äonftonten &, &\ 
k. lc. alle ber 9iuÜ gleidj genommen werben muffen, weil 
(nac$ §. 115. XXXV b .) biefelben Äoeffoienten C, D, E, :c. k. 

für a = +qo m bejugltdj ^y-, —^r , ^-^r- >■*•*• 

übergeben muffen; 

y) baf alfo alle ^oefftjienten C ( D, E k. k. eben fo 
wie B, ate Stehen erfreuten, bie nadj ganjen pofittoen 

*ßotenjen t>on — , alfo von r fortlaufen. 

a 
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d) «Ifo $ ju gleitet Seit aufcr Reifet geßeBt, bof 
a m ", fo lange a unb r f> ofi tit> finb, flc$ allemal au<b 
in eine na$ ganzen pof iti^en *ßotenjen *on r fortlaufende 
Steige bemänteln (äffen werbe. Daburd) iß aber ber @$lufj 
be* twrfyergefyenben Paragraphen erlebigt unb bie Kramp 'f$e 
Aufgabe be* folgenben Paragraphen gerechtfertigt 

8- 125. 

SBir I)aben alfo im üotflefyenben f. 124. gefunben, fo lange 
a itnb r pofitib finb unb wenn ber Kftrje wegen 

gefefrt wirb, wo k an ft<$ <cl iß, 

IL a m i' = l+[La-?-lm|C.m , +ü.m , + ic. ic., 

wtyrenb bie Koeffizienten C f D, k. k* Stehen finb, bie na$ 
poftttoen ganjen *ßotenjen toon — fortlaufen unb bejügli<$ mit 

a 

>en ®ttet,em ( 4£-\ ( -^£, k. k. anfangen unb überall, 

w>o fte abbrechen, ifyre @rganjung$glteber l)aben. Dabei fietten 
®i# 33*/ S3»# w.u. bie im 8. 67, befinirten »ernoulli* 
f#en 3atym\w. 

Söeil aber ber Koeffizient *on m 1 in ber borßefyenben 
©ntwicfelung *wi a ra ' r (nac$ bem 2Raclau?in'f<$en 8efyr* 
fafce audj gefunben wirb, mm man a m ' r b. fy. 
r m *r (a;rH . m nfl( ^ m k ^ crcttiiirt mt) bann ß att m ^ rri ty 

i a:r 

fo finbet ft<$ folc^er audj, wenn — ~ z gefegt wirb, 

F 
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Stuft tet aJetglrfdjttng tiefet tieften Äoeffofeitten ergfeto ji<$ mm 
fogld$ : 

III. B(Logr z ) = Z,z-8— 

z 

folglich , wenn man nati) z iutegrirt unb bie reellen äBettfye bet 
Logarithmen nimmt: 

iv. .ü(r.) = (^^D'iz-z^ö^i-^s^ 

1111 

welche Steige alt eine enbli$e attjufeljen iji, beten @tg&ngung& 
gtteb Heinet iffc r als ba« ©lieb f bei weldjem man fte abbiegen 
Iäft f wafytenb c eine nod? ju befiimmenbe Äonjtante ifi, bie 
jefcoc^ leidet babutdj benimmt wttb, bafi man ftatt z itgenb 
eine poftttoe ganje 3at)l m fefct, weil 
F m = (m-1)! = 1*2 -3. 4« 5 — (m-1) bann befannt iji. 

©eim man aber eine bet (gigenföaften bet ®amma*%ml* 
tionen, ndmlid) (*. 106. XVIII.) bie @igenf#aft gn £ilfe nimmt 
nadj welket ifi: 

a) icr.H-z^r^-^cr*) = (i-2z)z,2+*z^, 

unb tyet ^etein (au* IV.) ftatt L(JT Z ), L(r z +0 utö L(r u ) 
if)te SBettye fe^t f aber z = ao nimmt , f* befÜmmt jtd? tiefe 
ftonßante c am bequemfien» 3Ran fyat nämlidj (att6 IV.) 

/?) £(/;) « c+(z-}).£z-z j 

y) üCVh) = c+z.£(z+£)-(z-K) ' | fte z = +ao. 
<J) £ (JT 2a ) = c+(2z- i) • Z, (2z)-2z ) 

üDiefe SBettfye in bie @lei<$ung a,) fubjütmtt, geben nun, wenn 

no<$ Z.z+Z/2 ftatt Z,(2z) imb ftatt L(z+±}-Lz jun*<$fl 

1 

bann aber ba* erfte ©lieb h- bet bafut ju 



( 1+ i)' 



1 
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fefeenben unentli^xn SRei^e fdjteibt (wegen z ==+><»), äugen« 

c) c = iZ,(2rc) = £(V2rc). ^ 
(Sefct man nun nodj fcer Äütje wegen 

fo^gcfyt fcic IV. ^afcutdj übrr in 

VI. L(r t ) = Z(J/^)+(z~±).Z,z-~-z-H8 — *\ 



*) ®el>t man in ber ©leu^ung VI. bom Soßaritymen jur 3<*W über, 
unb beben!* man, bafj 

ifl, — »cnigjtot* für jeben SBcrty *on z, ber >1 gebaut »irb, — 
fo triebt fty fotfei* bfe mWtit, baß für z>l 

r z ober <*-!)! ^t)*-(t) Z - M ' 

1 11 

ifr/ toa^renb LM jttif^en j^ nnb j^Tgggjs «tfit. 

(£0 t|i batyr LM ßet* po^ti*, olfo M frei« >1; ober e* ru<ft 
LM ber ftnH, alfo ber gattor M fclbft ber (Bukett brfro näfrer, je 
gröjjer z iß, fo baf 

M = 1 feirb, für z = od . 

Da ber 33tnomi*t*Äoefftjient m n (ber n** bon ber n»fe« JJotenj eint« 

SBinoinmm*), = ^- - (m ™y , n , if* <©• §• 102. VI. 4.), f* 

fann man jt$ biefer 9ic$erung*<>3ormel au* bebienen, »enn für einen fe&r 
grogen ( ganjen ober gebrochenen aber pojitiben) 2öert^ von m, ber n tc 
Sinomial'ftoefftgient beregnet toerben fofl, für ben Sau, bag au* n nnb 
m-n nc* ^cftttv unb no* groß finb, feie bie$ fiaplace in feiner Theo- 
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1 ' 

wo © — ötö eine Steige anjufefyen iji, ju weiset, wo man 
z 

fte aud) abheben la£t, allemal ein (SrganjungSglieb Ijinjufommt, 

wel$e$ Heiner iji, al« ba$ ©lieb, bei welkem man bie JReifye 

abgehoben fyat. 

3n ben gormein IV. unb VI. wirb z pofttto fcorauägefefcfc 

Slbbirt man ju ber vorftefyenben ©ieidjung VI. nod) Z/z, 
fo erhält man (weil Z,z+Z,[(z-1)!] = Z,(z!) tft) 

VII. £(z!) = ~z+(z+£).£z+|£(2rc)+@— , 

z 

wo z beliebig vofttfo gebaut werben muß; unb bie* ifi bie von 
t£uler (Instit. Calc. diff. pag. 466.) unter ber SBorauSfefcung, 
bajj z eine pcfxtm ganje 3af)l "oorftcöt (in weldjem §aUe 
unter zl ba« Sßrobuft i«2*3-4 — z »erjianben wirb) bereits 
gefunbene ©lei#ung \ wäfyrenb iebo<$ ©auf in 9t. 58, ber oben 
fctyon mehrmals angeführten Slbfyanblung bie Sföeinung au& 
fyrictyt, bafi ba$ SBerfafyren be$ Suler ben Saft audj für ben 
gaH in jicty fctyliefe, iii welkem z G>ofttto) gebrodben iji. — 
2Bie bie* ju verfielen fetyn bürfte, wirb, fpater (im S. 127.) 
nadjgewiefen. ' 

2lnmerfg, 2Wan fann jtdj nun ber formet VI. bebienen, 
util für größere äBerfye von z . j. 93* für z>9,. bie SBertlje 
von L(T Z ) ju beregnen; man fann aber audj umgefefyrt für 
gegebene pofttive ganje SBertlje *on z, unb überhaupt für alle 

. SBertfye von z, für welctye^bie SBeptfye von r z f$on befannt 

i 

fmb, aus biefer gormel ben SBertl) ber gwtfiion © — beregnen. 

z 

SRamentlid) erhalt man fogleicty, weil 



rie des probabilites für bie mutieren ßoefftienten einer Jojen gangen 
Voten) get^on W> — £>a$ »orfte^ertbe ßiebt tiefen ftetfcnungen.bie grSjjtc 
Ginfac^ett »erbnnben mit btr größten ©runbltc|>feft, in fo ferne rotr su un- 
fein Sfcefnltaten o|ne adle Äunjlgrtffe, $Iof auf ben tn ber (Elementar- 9lna- 
tyji$ gebrauchten Sßegen gelangt finb. 
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r 1 = 0! = l, r t = <-*)! = ^ 

unb 

iß (au6 biefer gormel VI., wenn man nac^ unb n4$ 
1=1, zä}, z = n+i unb z = n+i W>*) : 

1) ©1 =*l~L(i/2rc)} 

2) ®2 =4~|.L2; 

3 > ®2H^1 Ä n+^+/^(l^)+ti^(2n+l)-*i2; 

4) ®5^1 =iCn!)+(n+l)-^(i/2^)-(n+i)*/:(n+l). 

Unb wenn in bem anbeten gaUe, wo bte SBertfye t>on $ahtft&en 
beregnet »erben, bie gafult&t (c— l)t ffit Heinere pofttfoe 
ober fflt negative (gekorene) SBertfye *on c aufljuwertyen wäre, 
fo würbe man bie gormel (8. 102. V.) 



<«-!» = Ä»S^ 



anwenben, unb babei n pofttfo garij unb beliebig unb fo grop 
nehmen, baf c+n pojttfo unb abermals grof genug 
(etwa >9) wirb, wdfyrenb c»< 1 =* c(c-f l)(c+2) — (c-fn— 1) 
jwar pofttfo, aud) negatto fe^n, aber an ftcfy bo<$ mit Sogarify 
men beregnet werben farat. 

SBeil man fetner '(na# *. 102. VL 2.), wemt nur r ^ofU 
tto ifi, 

t(a:r)-l]! 

fyat, fo fann man nun au<$ L(a m ' r ) beregnen, wenn nur r 
pofttto ifh 

Unb ba enbii* (S. 102. IV.) 

ijl, fo batf man nur bie leitete 0aftotieHe (jur Siebten) berety 



wn, uro We etjlwe nttt b« negativen 3Mffmnj — r fce« 
trottet gu $aben. 

*. 126. 

SRon fann aber aucb, Wwft unfc unmittelbar au* bet S>ejü 
nition III. fcee «,101., n*mli$ au* 

*> ^—(l^^^ClÄü^ füt " = +Q0 

eine »eifye jut 33ere<$ramfl *on £(x!) ableiten. 

Stimmt man nämli$ in bet ©lettymg 1.) linf* unb te#W 
ben Sogarftfymen unb btfferenjitrt man bann feie entjietyenbe @lei< 
d)ung nadj x, fo etfy&lt man 

2) 9[Zx#(x!)] = £*-<-? ttJ-^ -<4 ••• — 4-, 

7 l öv /j j_|_ x 2-}-x 3+x *+ x 

für v == +QO*). 

*ewanbelt man nun bicfe 33tfi<$e in unenbli<#e Steigen, 
weldje na<$ (Jansen ^otenjen &on x fortlaufen unb bejeidjnet 
man bie $otenj* Summe 

VIII. 1+^+^+^+ in inf. bu«$ S„, 
fo tote bie Äonjlante 

IX. -£*4-l+ J-R-H+ ... +1. fär *«<», but$ A,**) 

fo erhalt man augenblicfltd) 

3) 8[£«#(x!)] *= - A+S, .x-S 3 •x , +S 4 .x'-S 5 -x<+ ...» 



*) SBcü 

d[%(x!)] = ^ 

allemal reell ifl, <m$ »enit xl negaH», olfo hg(xl) imaginär imb 
«nenblidd- bleibend fepn fußte, fo nwg re$t* (in 97.2.) ßatt /o^v ber 
reelle Sffierty Ly gefegt t»trben. 

**) 9?a* bet 9l«te )tt §. 119. ifl Hefe 3«$l A juglei^ bie fOQettatmtc 
Äwt««tt le*' Sttieftvatäogaritymen. 
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wo bie Äonfiante A auG IX. befiimmt ift unb n&tyertmg£weife 
beßo genauer beregnet wirb, Je größer man * nimmt, roätyrenb 

bie Summe l+J+i+i-J- ••• -\ — w#* btreft, fonbern 

burd& Slnwenbung betgormeln §. 82.) imb $. 69.) , in wel$e bie 
Sernoulti'fdjen Sofyltn eingeben, beredetet wirb. Unb Wefe 
SRci^c jur 9iec$ten (in 3.) ift con&ergent, fo oft x jtt>if<$en 
— 1 unb +1 Hegt, fo baf in biefem gatte, jur 8infen ftaü 
Log(x\) aud) L(xl) gefe&t »erben famt, ba xl fiet& pojüto 
ifi (für biefelben SBertfye »on x). 

3ntegrirt man aber bie 3.) nad) x, unb benimmt man bie 
neu eingefyenbe Äonftante baburd), bafj für x == bie ©lei* 
#ung in = 0' übergeben mujj, in fo ferne 0! = 1, alfo 
L(0\) = ijt/fo ergiebt ft<$: 

X. Z(x!) = -Ax+|S 2 .x a -|S 3 -x 3 +iS 4 -x 4 - ..., 

tvoburcty unfere Slufgabe geloft ift, wafyrenb iebo#, bamit bie 
Sletye gur Steckten confcergent ift, ber SBertl) toon x jnrifdjen 
— 1 unb'+l liegen muf, fo baf UnW jiatt xl aud) r w 
gefd&rieben »erben farai (Sgl. §. 122. SR. 380- 

2lnm* rf g. 1. 2>enft man ftä) fyier bie ©lieber &on S 4 , 
$5 8 , S 4 , k. k. fcertifal unter einanber getrieben unb bejüg* 
lic§ mit £x*, ~|x 3 , +^x 4 f — k. k. multtylidrt, fo 
brücft jt$ L(xl) aö eine 2)ow>elretye au$, beren r u $otu 
jontalreifye 

alfo offenbar 



= f-4+f) 



ifi. 2)enma<$ gtf>t nun bie X. atK§ no<$ übet in 

4) £(x!) = -Ax+x-r(l-}-x)+ix-Z(14-£x) 

+ix-L(l+|x>+ ..., 

wo x }t»ifc$en -1 unt> +1 liegen trntf. (Sgl. «.121.9t. 31.) 



SDlefe ©lek&ung giebt junad&ji für x = 1, weil 
Hl\)-Ll=0 ff*, 
5) A = i_Z2+*-Z.$+i-Z,H4-Z,f+ ...,*) 

»eW&e Steige gut 9te$tett cotttetgent ift, »obut($ auf et dweifel 
gefegt fldö, fiety, t>a# bfe &onjtattte A »ttflidb. einen bejHmmten 
enbli<$en SBettlj ^at. 

SDfffetenjitrt man aber ble ©lei<$ung 4.) »lebet mä) x, 
fo futbet fl<$ no<$ 

8(x!) 



6) 9|X(x!)] b. $. 



x!\ 



SB -A+l- r J-+*-gi-+i-»i=+«-+4— : 1 



l+x^ T 2+x n T 3+x^ ^ v v+x 

fflt V = OD . 

Seil iebodb 

-L=/V.dy 

ift, fo lantt man bicfe Steige (in 6.) audj hiebet bur<$ ein be* 
jümmtee Sntegral auSbrücfen, nämltdj (immer für v = oo) 

8[Z(x!)] ober 5§ü 

= -a+ f (i-y x -f-y-y 1+x +y , -y l+ H hr-y^Hy 

b- fy., toeü ba* lefrtere Sntegral (na<$ 9tote ju §. 119.) unenb* 
li$*tUin ift, 



*) Die frfl&erettttierfud&uttg über ben StttegTaMtogOTttymen (§. 118. u. b. folg.) 
fat gejefgt, bafj bie fogettamite Äonjhmte (A) b*$ 3ntegral-£ogarübmen 
mit biefer Äonfhmte A genau übcreinfltmmt. — Watt $at babet tta$ btr 
borHgett $fo$re<$ttuttjj 

A = 0, 577215 664901 532860 6 .... 

VIII. 24 
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7) 8[L(x!)] ober ^ = -A+^^-dy, 

wdfyrenb 1+x pojttto wrauftgefefct wirb, alfo überall A +x 
fiaU x! gefegt gerben fann. 

Scfrt man nun x—1 jlatt x, fo ergicbt fidfr nodj: 

8) ö[Z,(r x )] b.fc. ^ = -A+^-^--dy f 

wobei x pofttto gebaut »erben muf, wafyrenb A bie fogenannte 
tfonfiante be$ 3ntegral4?ogaritl)men ffh 

Unb fo [eben jtc$ alfo au<$ alle übrigen Stefultate, welche 
im 8. 121. entwitfett worben jtnb, Ijier bur$ einen eben fo ein- 
fachen al$ naturgemäßen @ang ^ergefteüt. 9lamentli$ iß l)ier 
bie X. , ju beren ^erjleHung am angeführten Orte alle bie fyt* 
ftgen Hummern »on 8.) rüdwärt« bie 4.) als SDiittet vorauf 
getieft werben mußten, fyier fogleid) unmittelbar unb bireftauS 
ber Definition fcon x! entnommen. 

2lnmerf. 2. 2>iefe Formel X. ift jur SBeredjnung fron r 1+x 
ober x! für Heine (pofltfoe ober negative) SBertfye *on x 
befonber* geeignet, fobalb nur ttorfyer bie reetyrofen *Potenj*@ummen 
S*, S s , S 4 , k. befannt unb beregnet ftnb. S)ie SBeredjnung 
biefer lefctern füfyrt aber aud) wieber ju ben SBernoulirfctyen 
3a^len jurüd, fobalb man fte, wenig jien« für bie ungeraben 
3eiger, mittelfi ber ©ummen^ormel §. 68. V. ober XIII. be$ 
8. 69. (nad) 9t. 4. be* 8. 54.) bewirft. 3nbem man übrigen* 
x balb negatto , balb yoffti* nimmt, aber jwif^en unb |, 
erhalt man r z x>on z = 1 bi« ju z = | unb *>on 
z » 1 bi» z = f. — 3Me SBert^e t>on r z für z jwifc$en 
unb \ ergeben ji<$ bann leidet au6 ber gormel 



Sinzn ' '" 2 SfoZT^JHi-j 

ober au* ber gormel 



z • r z = r 1+I b i). r z = 



n+z 
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©old&er SBorttyei'le (äffen jtdj noc$ ffiiele anwenben, um bie 
Slnjafyl ber bireft au« ber Steige ju bered&nenben SBettfye Don 
r 8 gu Dermfnbern, im galle eine £afel fold&er SBertye berechnet 
werben foH. 

8. 127. 

SBir fönnen nictyt unterlajfen ju bemerfen, baji biefe gormein 
V1L— X., Ja felbjl bie gormein 8. 101. I. unb III., bie wir al« 
Definition ber getrogenen gaftorietten unb gafultäten benufct 
fyaben, fdjon in @uler'« SMfferenjialred&mmg Cap. XVII. unb 
Cap. XVI. ju finben tfnb, tt>etm audj (Suler baiwfl« beffen, n>a« 
er leijlete, ftc$ ni$t überaß Dollfommen bettmfjt getoefen ift — 
(Suler befestigt ftc$ nämli<$ in bem angeführten Cap. XVII. 
mit ber fogenannten Interpolation ber Steigen, b. % mit 
bem Problem: „SBenn man Don einer 9teif>e ba« l tf , 2 te , 3 te , 4", 
„ ••• n*< ©lieb fennt, eine gunftion Don x ju ftnben, welche 
„für x *= 1, 2, 3, 4, ... n biefe« 1* 2* 3'% 4* ... n* 
„©lieb gtebt, treibe aber au$ für beliebige gebrochene SBertye 
„Don x, jebe«mal einen bestimmten 2Bertl) fyat." — @« ifi flar, 
baf wenn biefe« Problem in SSejug auf bie Steige 

1, 1-2/ 1.2*3, 1.2-3.4, ... l-2*3-4'"ii 

getöfi toirb, man eine gunftion f x finbet, welche für x = n, 
bie ganje gafultdt n! b. b- 1-2.3 — n liefert, welche 
batyer, eben »eil fte für gebrochene SBerttye Don x auä) SBertlje 
bat, ald Definition Don x! für jeben gebrochenen, n>ie ganjen 
SBertty Don x bienen fann. 

Um feine Aufgabe ju lofen betrautet (Suler juerfi eine 
Steige Don ber gorm 

1) A, A+B, A+B+C, A+B+C+D, ..., 
fefct bie gunftion X x Don x, al« gegeben unb fo Dorau«, bap 

2) X t =A, X, = B, X 8 = C, X 4 =D, u. f. tt>. 

ifi, unb fu#t nun eine gunftion f x fo, baf fx für 
x = 1, 2, 3, ic k. bie ©lieber A, A+B, A+B+C, ic ic. 

24* 
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ber t>orflel)enben Steige 1.) giebi, alfo baf f m bie Stimme t>on 
m ber erften ©liebet ber Steige A , B , C , D , k. k. tiorfteOt 

3)a baa Problem ber Interpolation (nadj §.81.) iebeömal 
ein üötlig unbeftimmteö ijt, in fo ferne unenbß$**>iele toerföte* 
bene gunftionen toon x cjrifiiren # toeldje für x = 1, 2, 3, 4 ••• 
begügli<$ bief elben SBertije, bagegen für einen gebrochenen SBerty 
t>on x \>erf$iebene SBerttye liefern, fo fielet e3 jietd in ber 
SßiUfüfyr, 'über ba* fletige gortfdjreiten ber SBertlje *on f x 
gmiföen ie gwei gangen SBettfyen *>on x noc ^ irgenb eine belie* 
bige annähme gu machen. 

(Suler fuc^t nun guerji ben U ebergang be$ ©liebe* f m 
gu bem ©liebe f m+x , unter ber SBorauäfefcung , baf m unb x 
pofhtoe gange 3^^» ftnb, in gormein gu bringen; unb er un^ 
terfd)eibet babei mehrere gäHe, nämlicfy wenn für v = ab 

o) enttoeber X„ + i b. f). f+i— f, b. I). ^f„ (für ^/v = 1) 

= ± — wirb; 

OD 7 

0) ober X„ +2 -X,, +1 b. ty ^X, b. I>. ^»f, (für Jv = 1) 

= ± — wirb; 

OD 

y) ober (X^s-X.^MX.+.r-X.+i) b.l>. JH V (für Jv=t) 

= ± — wrirb; 

OD 
U. f. tt>. f. 

I. 3m erjiern galle (a.) brücft Suler nun ba$ ©efefc 
be* UebergangeS Dorn ©liebe f m gum ©liebe f m+x baburd) 
a*S, baf er f m+x (al6 bie Summe ber erjlern m+x ©lieber 
ber Steige 

2) A, B, C, • D, k. K.) 

glei<$ fefct ber ©umme f m ber erjiem m ©lieber, plud allen 
übrigen emjelnen ©liebern, fcom (m+l)' ftt an (b. fy. »on X m+ i 
an) bis gum (m-fv)*« ©liebe (X m+ „) tyin, minus ber ©lieber 
berfetben 9teü)e »om (ra-fx+1)'« 1 an bis gum (m+x+y)*« 1 fyn; 
b. Ij. er nimmt an 
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OJ im+x == *m^Xi ü 4.i-|-X m+ 2"r , X m+ 3-f- ••• -f-Xm+v 

— X m _|_ x -|-1 — X m+ x+9 — ^X m _|_ x +* — ••* — Xm+x+vf 

tt>&fytenb et v unenbli$*gtofi ffdj benftj welche Steigung red^tö 
jtvat x ©liebet mefyv l)at ald linf«, namlid& bie ©liebet 
— Xi_|. m+ p-- X2 +m -f.i»— Xa+nn-»»— " ••• — X x+m+Vf bie abet alle 
(bet JBotauSfefcung a. juf olge) unenbli^flein fmb , tvätytenb ifyte 
änjatyl eine enblid&e iji. 

2)iefe ©leid&ung 3.) läßt nun (£ulet auclj fut jeben ge* 
btoc$enen2Bettl) von x gelten. S)abut<$ fyat et ft<$ abet übet 
ba$ ©efefc be$ ftetigen Uebetgangä bet SBettfye von f x , 
von einem ganjen SBettf) von x jum nädjften, vollfommen 
entfd&teben •). 

IL 3m anbeut gatte (/?.) ifi jeboc$ biefe* ©efefc be* 

Uebetgang« föon für ganje SBettfye von m unb x, ni#t 

mefyt juldfftg, fobalb nidjt jugleiclj bie in a) gemalte 3$otau& 

fefcung fiatt ftnbet. — ginbet alfo leitete ni<$t flatt, b. fy. fyaben 

* bie x ©liebet \ 

+Xi_|- m +p--j-X2 +m -|_^-t-X8+m+»'"r *•• "rXx+nn-t'f 

welche in 3.) jut SRecbten, mit bem (— ) 3ei<$en vetfeljen, mefyt 
votfyanben ftnb als linfö, enbtic^e SBetttye, fo muffen ffe tviebet 
eingebtad^t wetben; unb bie« gefdjiefyt babutcty, baf man, ba 
biefe ©liebet in bet äJotauSfefcung ß.) föt v = oo , einanbet 
glei<$ fetyn f ollen, noc$ ba* xfadfje eine« betfelben abbttt jmb 
gtvat in bet gotm 

X»X m+ i4-X»[(X m +2^X m+ i)+(X m +8---X m+ 2)-|-(X m+ 4---X m+ 8)«««] 

wobei bie Diffetenjen bet ©liebet bet in ben ecfigen Älammetn 



*) dultx ma$t »on fcitfet gormd bie flnfcenbung auf bie Snterpola« 
tion Ux ffietye 

unb analogen Stehen, in mltyx bie SSebtaflunfl, baf X„ Uitx — J 
für * = od unenbluft'fkin teirb, erfüllt ijk 
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befmblidjen Steige (ber SJorauSfefcung ß. jufolge) julefct unenb* 
lityflem werten. 

gut ben %aU ß.) bittet ft# bana# ba$ UebergangSgefefc 
Dom m ten jum (m+x) ten ©liebe fo: 

. — •Xx+m+i-— X x -|_ m+ 9 — Xx+m-f-8 — '•• — Xx-f-m+i' 

+x[X m _ h i+^X m+ i+z/X m+2 +^X m+ 8+ ••• +^/X m+ J 

für v sa oo unb ^/m ä 1. — SDiefe ©let<$ung töjjt nun 
tfuler abermals für jcoen gebrochenen SBertlj Don x no* 
gelten, fo baß er baburdj baS @efe| beS jletigen Uebergangd 
ber SBerttye Don f x , Don jebem ganjen SBertfy Don x jum 
näc^jien, wenn e$ au<$ aus feinem ©tanbpunfte ba* natürliche 
tfl, bodj »«Tfü^rlic^ fejtgejieHt $at 

Suler fefct nocj) m = (in fo ferne er au$ nodj 
f = Doraü£fe|t), unb fyat bann 

5) f x = (Xi-X M .i)-f-(Xj-X x+ .2)+(Xs-X x+ »)-|-«.-j-(X»-X x+ „) 

+x.(X,+^X l +^X 4 +^X s H \-JX) 

für v =s oo unb ^/x = 1. — Diefc gunWon »on x ,ent* 
fotidjt aßen gemalten Sebingungen, fobalb nuv bie SBotaue* 
fefruna, /».) erfüllt iß. 

(Sulet wendet nun tiefe 3toterj>0latton&»3Retf|0be (im $. 401. 
b. a. SB.) auf eine Steige an , beten n"* > ©lieb , bei Sogatttljine 
»on a"i b b. Ij. &a-[a(a-fb)(a+2b)+ ... -K«+(n-l)b)] 
tfr 3n biefem gatte ijt 

Xx = L [a+b(x- 1)] , alfo X , = L a , X 2 = L (a-j-b), 
X, =.L(a+2b), X,+i = i(a+bx), X x+J = Z(a+b+bx), 

X x+J = Z,(a4"2b+I>x), jc. it.; 

enbli* JXt-L^, JX t = L^, 

.„ r a+3b 

u. f. w. f.; unb bie @lei$ung 5) liefert bafyer iefet unmittelbar 
für bie befinirte gunftion: 
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f - r l a *+ b a4-2b \ 

x \a+bx # a+b+bx ' a+2b-fbx "7 

, . _ / a+b a+2b a+3b \ 
+*'M a a -Sb"-i$2b- -) 

^+4<a+b,)*] -^[-^^-(a+b^/ 



= z, a 



(a+b: 
aflemal ffi* v = + ao tmb g an j. 

2)iefer julefct gefunbene ?ogaritl)me ifi alfo bie gefugte ober 
vielmehr bic aud bet allgemeinen, für alle fyiefyet gehörigen $ßro* 
Herne gemalten 2lnnafyme fyetiootgegangene gunftion fcon x, 
welche bie ©genfd&aft l)at, bafi fo oft man fiatt x eine pofi* 
ti*e ganje 3^1 » Wt *** Stoty betfelben 
= Z,[a(a+b)(a+2b) ... (a+(n--l)b)] fc$. « £(tfM») ttM; 

«Hb 

2>et SfaSbrud , , y[b .(a+by)* ifi alfo bana<$ 

(*on (Sulet) ate 2)efimtion t>on a*' b angenommen, obet 
vielmehr umgefefytt: Diefe iDefmition von a x ' b (toeft&e mit 
unferet Definition l. be$ §. 101. ganj gut übeteinftimmt , weil 
l)ter bie Differenj b fHllfd&weigenb e&enfaHS pofitit> »otaufc 
gefefct n>otben ift) enthalt gu gleitet 3eit baffelbe ©efefc be* 
Uebetgang* von iebem ©liebe % ber 3teil)e 

&», a«'\ a*i b , ... a n '\ 

jum na^fien, n>elc3^cd (Suler in bem Sotflefyenben baföt ange* 
nommen fyaben wollte*). 



*) Xtt UntfrfdjUb ifl aber bet: 3Btr ^aW» au* ber ttUttelfl ber £* 

trac&tung eine* JJrobufta aen x+p aautbiffercntrn Satteren abfhra^trttti Stntifl 

a *|t>. (a+bxy ,b = a x+ "l b = a v+ * |b =x a v,b . (a+b») x ' b 
tttü thtent ©d^kge gefolgev^ baff, »enn x ttfe r gan§ jft tmb v - a>, bann 

a r,b = — 5 — j- . (a+bv) x 
" . (a+bx) ,, ' b ' 

fef, unb bA§ man batyer ben ftutbruä re$t$, tyenn y = oo aU Qeftnt» 

Hon bon a x,b nehmen fönne für jeben reellen SBerty ton x. 

Dajj.&eßen r = od, ftatt (a+b*)* au* Mofj (by) x a.efe$t »er* 
ben Wnne, »erfreut ft<$ bann wie »on felbf*. 
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3m erfien »eifriel gut» %. 402. ber (guler'föen SMff. 
9ted)nung wenbet (guter hiffelbe SBerfafyren auf bie 3nterpola* 
tion bet fyecielleren Steige 

f 1, L2, 1*2. 3, 1.2-3-4, 1.2*3 — n 
\b.&. 1! 2! 3! 41 n! 

an unb er erhält für bie gefugte gunftion, wenn wir fie aU* 
gemein bur<$ x! begeidjnen, 

welche* mit *. 101. III. überefnfKmmt, ba für v = <x> fiatt 
(i+y) 1 <wdj i* gefdjrteben werben farau — @uler (treibt 
gwar fein Stefultat in ber gorm 

. l 1 -*^* 2 1 -*-3* 3 x -*.4* 4 1 -*.5 X 

allein foldje formt jtd) in bie »orangefyenbe gorm foglei<$ um. 
3nbem aber (Suler nun in feiner gorm £ ftatt x fc^reibt, 
erfy&lt er 

/lxl 1**2* 24-3* 3*-4* 4*-5* 



• ••• 



3:2 5:2 7:2 9:2 

(Sr wrgleidjt bann ba« Duabrat fyiemn mit bem SBaUid'f^en 
2fo*bru(f für n, nämli<$ mit 

2-2 4-4 6*6 8-8 



n = 2 



••• 



1-3 3.5 5.7 7.9 ' 

unb au* ber 93erglei<$ung ber beiben Sfaftbrftde giefyt er bie 
golgerung 

nur bafi er bie 33 e gel Innung (^)! ober xl nic$t gebraust, 
fonbern biefen SBert^ als ba«ienige ©lieb ber Steige 

1, 1-2, 1«2«3, ••• 1-2-3 — n 

finbet, welche« gu bem 3**9** | gehört, wfiljrenb bie tyier 
*orj*ei»enben ©lieber begüglic$ gu ben §t\<tfm */ 2, 3, — n 
gehören. 



■*^»*^l. 
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2Bit fßflen ju tiefem 17 tfn Äapitel be* @uler,no<$ gol* 
genbe« l)tnju: 

* «) Die Sfufgabe im 2 ttn Seifoiel t>c6 8.402. ber (Sulet* 
f$en 2)ifferenjiateRec§nung iji feine anbete afö: ben SBerty »on 
l x|2 für jeben gebrochenen SBertfy fcon x ju bejlimmen. 

ß) S>ie Aufgabe be* folgenben 3*« Seifoiefe iffc leine am 
bete als ben SQBett^ son — — für jeben gebrochenen aBerti) 

X « 

tton x ju beßimmen, mag n gan) ober gebrochen fetyn. 

y) 3m $. 400. b. Calc. diff. »h* ber 2Berty toon. ^ 
für {eben gebro^enen SBett^ von x gefugt*). 

_ # 

*) 9Hmmt man btc 8e$rc ber gahorietten ju £tlfc, fo lofen ft$ tiefe 
(Sttler'föen Slwfgaben ungemdit einfach G* iß namlt<$ 

m> -fr - (n _ x)l x , - r^.^,' 

Cnfclty iß, tetnn man c pojlH» »orautfeftt, 



4 «l« = c«.(±) X =c*. 



eben fo iß bann 



** - * ■ (W - * 



(4-0' ' 



alfo 






ttttb fomtt fmb aUc 3 Hufoabett auf bie gtoc^mmg um gafottaUn ober 
®amma-Stmft(ptun lurutfflcfü&rt. 
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8. 128. 

3m vortyergefyehben Cap. XVI. beffelben SßerfeS btfferenjütt 
©uler toie ineyplicablen gunftionen, worunter er fold&e 
gunftionen f x (von x) verficht, von betten nur SBertlje be* 
faratt jlnb, bie fold^e für gegebene gange Sßertfye von x (eta>a 
für x s= 1, 2, 3, 4, 5, k. u.) annehmen. S)le$ Problem 
gehört natürlich wieberum ju ben völlig unbejiimmten , ba e$ 
unenblicfcviele verriebene gtatftionen von x giebt , beren Sßettfye 
für x =*1, 2, 3, k. bejüglicfc einanber gleid) werben, tväfc 
renb fte für bie 3wif#enwertl)e von x verfdjieben ausfallen. 
2)ie 8öfung beS Problems wirb alfo nur möglich, wenn man 
bie gunftion felbfi Vorder no# willfütyrlid} näfyer benimmt, b. fy 
über ba* ©efefc be$ fietigen gortfd&reitenS ba* SBertfye von 
f x nod) eine beliebige Slnna^me trifft. — (Suler verfahrt ba* 
bei wie im folgenben Cap. XVII. bei ber 3ntetpolation ber 9tew 
fyen: er benft ji# bie befannten SBertfye 

M f *2f *3f *4/ *&/ W- IC. 

in eine Steige georbnet, fefct babei als befannt unb gegeben 
voraus 

fi = Xj t Ij — 1\ ^ X 2 1 Ig — *a == X3 1 U. f. W. 

befonberS aber f n+ i— f n = X n+ i alsgunftionvon n, 
b. fy. wäfyrenb n ganj unbejümmt gebaut ift; — er unterfdjeibtf 
bann biefelben gälle a.), ß.) f y.) ic. u. be« §. 127. unb fdjreibt 
im galle a.) baffelbe ©efefc 3.) beS §. 127., im $atte ß.) bagegen 
baffelbe ©efefc 4.) 8. 127. beS Uebergangf von f m ju bem ©Bebe 
fm+x fyin, fefet aber bann (ütbem er foldjeS als ftettgeS Ueber* 
gangSgefefc gelten laft) dx ftatt x, unb x ftatt m, wobur# 
er ). 33. im $aHe ß.) erhält; 

6) fx+dx = fx+Xx+l4"Xx+2+-X x+ 3+ ••• 

— Xx+l+dx — Xx4.3+dz — X*+S+4x^ ••• 
+ dx • [Xx+l+^Xx+l+^x+2+^X x+ 3+ •••] 

für Jx = 1, 
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woraus natöriidj fogleidj ber JDifferenaiak&oefftjient d& ober 

7) 't-= — 8(X x+ i+X x+ 2+Xx + 8+Xj t+ 44- •••)x 

+x*+i+^x m -i-mx x +2+ ^ x *+*+ ••• ffa ^ X = * 

fi$ ergiebt. 

S$ iji na<$ kern Vorangegangenen Aar, baf, wenn Suler 
bieg auf bie SMfferenjtmmg berjenfgen ine£plicabien$unftion 
amoenbet, wl#e für ,x = 1, 2., 3, 4, ••• bejügli# bie 
SBertye 

LI,. £(1-2), £(1-2*3), £(1.2.34), ic K. 

l)at, — bie von tym angenommene gimftion f x feine anbete 
atö £(x!) ifi; toaljrenb man X x = Lx f alfo 

8(ic x+1 +x x+2 +x x+8 + •••) = 1^+2^+3^+445+ •••# 

ferner 

^X x+1 *» £(2+x)~£(l+x) 

~~ *l+x ^VM+x/ 1+x *(l+x)* +•"• 

i,i ,i 

= 2+^~* (2+x)* + * (2+x) 8 + ### 
u. f. xo. f.; unb bie gormel 7.) gtebt bafyer fogleidj 

+ * L(l+x) a + (2+x) 3 +(3+x) 8+ # J 
r i i i i 

+ IC. K. 

tt>eid)e* 9iefultat (redjW) »on Qtultx als 3)iferenjial^oeffijient 
för feine fogenannte inetylicable gunftton (welche jebod) mit wt* 
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(mm Z/(x!), wie »it im SJotangegangenen gejeigt fyätxn, 
überemjifmmt) gefunben §at ' 

©efyt man aber t>on berftormelö.) au«, n>eK&e&ön(Suler 
für bat gali 0.) ate SReprdfentant ber ineflrftcablen gunltion 
gefunben iji, unb entwicfelt man bit gunftionen X x+ i, X x+3 , 
X x+J , je ic. nadj Sßotenjen Don x, fo giebt bie$, in betän* 
tt>enbung auf ben fcorliegenben fpecicltcn gall, n>o X x = Z>x 
iji, foglet<$ 

9) Z,(x!) = ^+Z/f+Z,l+ - 

+i !±L_,_ w _ 4 _ ..._!)., 

+£S 2 .xMS3-x'+iS 4 .x<-|S*.x>+ -r 

n>cnn 

* S, bie Summe l+^+^+J- + ^+^+ in inf. 

»crfieHt 5 Nie folc^c* im 2 tw Seifoiel ju §. 384. be* angeführten 
SBctfe* ju ftnben iji. 

2>iefe ftormel 9.) iji aber feine anbete ate bie X. unfeted 
$. 126. — (Suler bifferenjitrt (am felbtgen Orte) foglei($ no<$ 
biefe SReifye in 9.), nad&bem er fcorfyer ben Äoefftjienten t>on x l 
beregnet unb bur<$ — C bejetdjnet, unb er erfyält 

10) 9[£(x!)] = -C+S a .x-S 3 *x a +S 4 -x 3 •; 

unb biefe SRetye re<#t* »ewanbelt er fogleidj wieber in 

11) 9[ £(x!)] = -0+^+^+1^+... 

eine ftormel, bie l)ier im §.121. SR. 30. auf ganj anbern SBegen 
ebenfalte gefunben korben ifi ^ unb natürlich auä) au* §. 126. 
X. eben fo fyertoorgeljt, wie (Suler am angeführten Orte jie au» 
ber fcorfieljenben SR. 10.) ableitet. 

Slnmerfg. 2Bir glauben in ben lefetem beiben Sßaragra* 
pfyen gejeigt ju tyaben: 

1) bajj (Suler'e inejtyltcable gunftionen f x *on tym # nac$ 



Sap. X. §. 128. b. ©amma-gttitft. tt. b. 9tyt*gunft. 381 

Seifeien angenommen »orten fmb, ber einigen Sebingung 
entft>re*ätb , baf jte für gcwiffe ganje SBertfye *>on x ge* 
gebene Sßertfye annehmen, wäljrenb er beliebig »tele anbere 
Munitionen ^ättc frnben tonnen, wel*e für ganje SBertfye 
\>on x benfeiben Sebingungen genfigen,, aber für jeben ge* 
bro*enen 9BertI) son x im SBertfye toon einanber abweisen; 

2) ba£ bie fcon (Suler im Cap. XVI. feine* calc. diff; ge* 
tt>&l)lte, feine ineflrficable , erfefcenbe gunttion genau bie ift, 
toel*e er im nä*jlen Kapitel XVII. feine* Calc. diff. jum 
3ntenpoliren gegebener Sßertfye berfelben, lefctere al* in 
eine 9*ei£>e gebracht angefefyen, ebenfall* wittfüfyrti* babur* 
wflfylt, baf er irgenb ein paffenbe* (unb ba* einfa*ße) 
©efefc be* llebergang* ttom m teB ©lieb jum m-|-n tett ©liebe 
aufhellt, bajfelbe ©efefc aber bann al* jkttge* lieber* 
gang$gefe£ annimmt; 

3) bajj nadj biefem SSerfa^ren bie (luler'f*e ineflrficable 
gunftion 1»2«3» ••• x genau übereinflimmt, mit ber 
t>on un* t)ter befinirten gafultat x! (alfo auä), fo lange 
1+x pofitto iji, mit r 1+x ), fotgli* au* alle btegtgtn* 
f haften biefer lefctern §at ^m (Suler tonnteif, *on 
feinem @efi*t*puntte au«, biefe (£igenf*aften fi* 
unmogli* fo leicht bemerf bar machen, obgleich e* U^t ni*t 
f*n>er iji, jte au* fcou feinem @ejt*t*puntte au« ju er* 
galten; 

4) bafj, fobalb biefe* lefctere fejigejiellt ift, manfagen 
fann, baß (Suler bie gormein, na* benen wir fefct bie 
?ogari*men ber gatultäten ober ber ©amma<gunftionen 
bere*nen, bereit* alle f*on gegeben fyat. 

3nbem wir jeftt no* bie 93erfa^rung*arten betrauten-, 
wel*e $ram}> angewanbt l)at, um a x ' r unb alfo auti) x!, 
fo wie beren Sogaritfymen in Keinen ju tterwanbeln, na* benen 
fle ft* bere*nen lajfen, werben wir ebenfall* un* bemühen, nur 
bto ©eift feftjufyalten , in ber ?lu*fn^rung aber ftet* größere 
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@tünbli<$feit mit gtöfjetet @infad$eit bet Datfldlung gu t>er< 
einigen fu<$en. 

$. 129. 

aufgäbe. @u$en wir iefct bte Äoefftjienten 21, 95, 6, 
5), ic. bet ©lei^ung 

1) l m " « l+ä.r+a3.r*+G.r s +2).r 4 + •••# 

roefttye gunftionen t>on m fetyn werben, nafyet ju befifmmen, 

wdljtenb tt>it r pofttit> sotau$fe|en (sgf. §. 124. <J.) 

Sluflöfung. 3Ran »erfaßte genau wie im §. 124. — 
csa ifi 

2) lm+l|r = lm|r.(l_j_ mr )j 

wenn man aber in bet ©teidjung 1.) fiatt m iefct m+1 fe|t, 
fo gefyt fyetfcot: 

\+^ Vh*93/ 1+^/®/ 

too bie 2)iffetenjen ^51, ^/93, Jd, it. bet Diffetenj 
^m ss 1 angeboten. — SRulttyltcitt man nun bie 1.) mit 
1+mr, fo etgiebt ftd) setmöge bet 2.) 

\+ m / \+2lm/ \+93m/ 

SluS bet SSetgteidjung bet beiben Sietyen in 3.) unb 4.) jut 
dtcdftm, etgiebt ftd) nun (ffit 4m = 1) 

^ = m, z/93 = 2lm, ^/6 = 93m, J2> = £m t u.f.to., 

«If o 2t = c+2(m) , 93 = c'+2(2lm) , S = c'^-^m), 

u. f. xo. f., »o c, c', c" k. ic. bie Äonfianten finb, 
welche au» foecießen Sßett^en t>on m ifyte 93ejiimmung etfyalten 
muffen, — 933eil abet füt m = 0, l m ' r = 1 ifi, aifo 
(na$ 1.) 21 « 93 = <£ = 3) = ic. = toetben mujj, fo 
finb bie Äonjlanten c, c', c" f k. k. rid&ttg bejiimmt, fo* 
balb man in bie 2lu*btü<f e *füt 2(m\ 2(2iro), -5(93ra), 2(&m) f 
k. fein ©lieb aufnimmt, wel$e$ ni<$t m jum Saftot tyat. 



(§* ifl nun unfd&wer mit 3uaief|ung bcr fRefultate be* §. 67. 
bie Äoeffijienten 8, 8, S, <2), k. ic. ald enbli<$e SReiljen, 
bie nadj *ßoten$en &on m fortlaufen, wirfttdj Ijerjufleflen, 
wätyrenb man weijj, baf audj bie al* Snbrefultat gefunbene 
Steige 1.) al6 eine folc^e angefefyen werben fann, ju welcher, 
wo man fie abbrtdft, no# ein (SrgänaungSglieb fyinjutritt, wet 
d^e^ jwif<$en ju beftimmenben ©renken Hegt. 

SKan fann aber biefetben Jtoefftjienten 81, ®, 6, 3D, w. 
ofyne 3ujieljutog * e * enblid&en @ummen*9te#nung bireft auf fol* 
genbe SBetfe ftnben: 

3Mtiplicirt man nämlic$ bie @lefd)ung 1.) mit a m unb 

fefct man r ftatt ra, alfo — jiatt r, unb fefct man a f 

a 

alfo aud) ba$ neue r ^ofttto voraus, fo etfyalt man 

9Ran famt ft<$ alfo bie Aufgabe giei$ fo jieHen, baf man bie 
Äoefftjtenten 

K t =81, K 2 =*8, K s ^ (S, k. u. 
fo fu<$t, baf 

6) a m i r = SCK^a*-*!-*] 

wirb, wobei man offenbar K = 1 fyat 

©efct man nun f)ier fyerein «+r ftatt a, unb wenbet 
man auf (a+r) m -* ben binomifd&en £efyrfafc an, fo bafj 
man f)at: 

7) (a+r) m -* = S r (m-b^- 1 # am _ b _ c mf€ l 

fo gefyt bie 6.) fogki<$ ober in 

8) (a+r) m » r = s[^~ } — .K r a m -^.r^ j. 

Stimmt man nun bie ®(ei$ung 

9) a.(a+r) m l r = a m ' r .(a+mr) 

)u £ilfe, fubjiituirt man in fte bie Steigen au* 6.) unb 8.), 
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utrt> »ctgleid^t matt fcanit Hnf* unb red)tt feie äoefftgietttat 

(m— ju)«-i-2ii 



10) 



ii*.K M =Sp 



(c+2)l 



K**-i-c L 



] 



tt>oburc$ jebet tfoefftjient K„ in aUt feine fcotfjetfletyenben 
flebrudt fU$ jie^t, tttytenb K = 1 ifl — %&x 
/* = 1, 2, 3, 4, k. k. feljen We einjelnen OlricfriJ 
fo au«: . 



H) 



_ (m = l)m # 



9 _ (m-2)(m-1) g , (m-2)(m-l)m . 

^• Ä 3 ?Ti •A 2 -| öl •Ali Ti J 



2! 
u. f. n>. f. •) 



*) ©e|ett$nei man bur$ bte flefoen 8tt#aoen k,, k 4 , k„ 
fcqüglty bte Äoefßjtenten »on m 1 in ben aerfötebenen (Smtofcfelitnflen 
Äocfpaienten K,, K a , K 3 , k. jc na$ ganjen 9>otenaen öon m, 
fo ftnbet man offenbar 

K c 

k c = — - für m = genommen. 

Dfotbtrt man ba|er bte ©letd&ungen 11.) nnb 10.) bnr$ m, «nb ( 
man nadfae^enb* m = 0, fo erhalt man 

*. = -*, 
2-k^f^-k,^, b. ). k t = -AJ 
o i 3*2 . 3»2»1 . . . 

3,k » = Tä'^Tä* *'*' ** 



, , 4.3 . 4.3.2 , , 4.3.2-1 
u. f. tt>. f. nnb oDgtmftn (au£ 10.) 



k, = 0; 
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to#* 3)ie Hummern 6.) unb 10.) (ober 11.) in aSetbtabung, 
geben nun bct$ SSetlangte. — 2)a$ 9tefitftat ijl aber untet bet 
93otau«fefcung entoidett, bafi a unb r pojttto gebaut ftnb. 
gut a = 1 eri)äß man alfo fyietau« 

Pj wäfytenb K = 1 unb K u K„ w. au« ben ®lef jungen 
n 0U| *°0 °tet HO &*fHromt werben. 

3lnmetfg. Äramp fyat bie Äoeffijtenten ber fyiet julefct 

' gefimbenen SRei^e fotoeit umgeformt f um mittelfi biefet Steige 

l m i r föt jiemlid? Heine SBertfye »on r moglid)ft bequem ju be* 

u m rennen. Dbgleid) aber ftc$, butd) (Stnfufytung einet beliebig 

~"! gtofen poftttoen ganjen %aty n, setmöge bet ©fei<$ung 

HE a»l' = , | an| \ n lr - .(a+nr) m l* 

4! - (a+mr) n l r v ' ' 

a»l r 



m, flM 



(a+mr) ! 1 



(a+nr) m .l' a+nr 



tofifrfap 2lber eben »egen ber Sebeutung ber Heinen k,, k 8 , k 3/ k. w., ift 
iWB ij k,.r+k a .r a +k,«r 8 +k4«r*-|- ••• 

ber Äoeffi&ient bon m 1 * in ber, ©nttoftfelung bon l m,r na$ ganzen 3>o* 
tenjen ton m / tote aus 9?. 6. erhellt, toenn man bafelbjt a = 1 fc$t 
Da nun berfelbe Äoeffaient (na$ §§. 124. 125.) 

fo folgt an* ber SBergleid&ung btefer beiben Sieben: 

unb 

*-k* = <-l>"-»*-i, 

unter v jebe pofltfoe ganje 3a$l »erlauben. — ©ub|Htutrt man nun tiefe 
Sfcertye in bie ©leicjung (([) , fo erhalt man abermals bie ©leujung §. 67. 
" IV. Striaen ben SBernouUt'fften 3a$len. Um jebo* bie 9tedfrmtttg felbfi 

mit nur einigen Seber (frieden beendigen $u fonnen, mufi man ft$ ber in ber 
SBorrebe ertoa^nten Aggregaten *9ie$nung bebfenen, feelcfje borjfigliifc in bem 
$lt$ntn mit ben, ben allgemeinen ©Hebern untergefegten (Sebingung*») 
©leic&ungen befreit 

VIII. . 25 
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(in Ml$tt a n ' r unb (a+mr)»!' ol* ^obttfte äquibifferenter 
gaftoren eine ni#t ju grofj e logarit^mifc^e 9te#ramg erfordern) 



bie 33ered)nung &on a m ' r auf bie &on 1 l^ 11 ' ft$ gurucfc 

jiefyt, in welker , beliebig Hein gemacht »erben 

a~" p~nr 

tarnt*), — fo IjatÄramp bodj felbfi fcorgegogen, liebet bieSe* 

red&mmg be$ Sogaritfymen son a^ r eintreten ju laffen, atö 

a m ' r v.felbji ju beregnen. 

S. 130. 

5)abet ifl Äramp fd)on Don berSlnflctyt ausgegangen , baf* 
man, um log{^) ju enttoicfeln, jwor 8(%a x l r )x ent* 
tt)ideln mfiffe, am na$gefyenb$ bur# Integration (na$ x) ben 
gefugten Logarithmen felbft ju fyaben. — 2>arum fu$t er fcot 
allen fingen ben SMfferenjiatÄoefftjienten 9(a*i% 

?dft man aber x um ba$ unenblicfefleme dx toad&fen, 
fo erfydlt man ben jugefyörigen unenblt$4leinen 3uvoaä)$ 

1) d(a x » r ) = a x+dx » r — a x ' r $ 
aber e« ift (na<$ 8. 102. V.) 

2) 0>+4x|r = a^'-Ca+rx)^' 

unb (na<$ 125. IL), fo lange a+rx ebeif fo wie r pofitlt) 
ftnb, 

3) (a+rx)^ = l+[z,(a+rxM^].dx+2l.(dx) a + .... 

Slu$ btefen 3 ©leid&ung'en folgt alfo, wenn r unb a+rx 
pofttto ftnb, 

*) fta# tiefet $lti#mia ttürfcc j. 23. 

r = *' 2 ' 3 - n . a+ n) c-i . tHss 

c o(c+l) ... (c+n-1) < 1+n > l 
feyit, tt&$rcttb man n beliebig grog, nur pofitfo ö^nj, n^men lottnie. 
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woraus, wenn man but<$ a*'' bhnbitt, 
IL 9(%a* r )x = L(*+tx)-Zq 

tyet&otgeljt , wafytenb 

4) o — — i — , alfo x = 

' v a+rx' ' q r 

unb (wie im §.125. 1.) 

in. 2q = fc+t»i -eM»» -e 4 -KS3» -(?*-4»7 -e 8 

angenommen wotben unb k an fi<#, <1 iß. 

i 

9hm iji aber 

5) /L(a+rx).dx = x(-l+£r)+(y+x).X,(^-+x) 
unb wegen 

6) 8x f = — -t, ' 

7) /8ß. dx = /V 9x r Aq = -fl.ZQ.dQ. 

1 

3Mttylictrt man alfo bie HL mit -^ unb fntegtitt man bann 
na$ q, fo erhält man (au$ 7.) 

8) -/*H* = ^Q+&i-Q-^s-Q 9 +^s>-<> b -~---. 

3ntegtirt man alfo bie II. nac$ x, unb fefct man no# 
(wie im %. 125. V.) 

iv. ® Q = ^^-^.q'+^.q*-... 

+C ; (2,u-l)(2jO * +c 1; k# (2iu-l)(2iu) e ' 
wo k an ftdj <1 ift, — fo etfydlt man fogleicfc 
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+@-JL-+C, 
1 a+rx ■ ' 

wel<$e Äonftante C eine gunftfon »on a unb r fetyn fann 
unb baburcfy nafyer beftimmt Witt), baf man jlatt x entwebet 
SRufl ober trgenb eine poftttoe ganje 3<*l)t n fefct, weil bann 
a*l r entweber ht 1, ober in a, ober in a(a+r) ••• [a+(n— l)r] 
übergebt. 

gür x = beflimmt fi$ bie Äonjiante C, wenn man 
linf* ben einzigen SBertlj Z,(a*i r ) im Sluge behalt, 

9) c = -(i-i).^-®-L, 

fo baf bann bie V. übergebt in 

VI. Lt**) = -x+x.i,r+^+x-i).£(^+x) 

-(i- A/i-L+a ' — ©iL, 

\ r 2 / r ' a+rx a ' 

wobei jebod) * unb a+rx pojttto sorauSgefefct werben 
muffen *). 

.Sinmerfg. 1. 3Me SReitjen ?p unb @e (bie Äramp 
bejüglid) burdj -^(> unb Tp fcejeid&nei fyat) Rängen bur# 
bie nactyffcefyenben ©leic^ungen jufammen, namlidj 

ober ^^Hy+f-^K 

Sinmerfg. 2. 2)ie SRefultate ber beiben lefctern *ßaragra* 
pfyen fyat Äramp juerfi gegeben. Unfere 2)arfteKung ifi jeboc$ 

♦ 

*) ©ejt man aber in bet .obigen gormel V. a = r = 1 unb z-1 
jtott x, fo fyat man augenbluflicfc »ieber ba$ ffiefultat IV. be$ §. 125.; 
»a&renb bie $ie|tge VI. für biefelben SBertye »on a / r nnb x, fobalb 
man nur ftott © 1 feinen SBerty au« ber Sinmerfg. jum §. 125. fubfHtoirt, 
»iebewm in bie VI. be* §. 125. übergebt. 
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»Ott ber be$ Ätam^) man^mal ni<$t unbebeutenb *erfd)ieben, 
unb Wir hoffen tfyeiß einfacher, tfyeil* fciel grünblidjerj inbem 
u>it juglei# alle 3rrtl)ümer beS Ätarn^) sermieben unb au# 
mantyt SReuc ^injugcfügt jü l)aben glauben- 

(§« bebient jt<$ aber fmui)) btefer gormeln unb namentlich 
ber ftormel VI. auf eine bo^pclte SBeife, einmal um , Z/(a x » r ) 
für einen gebrochenen SBertl) son x banac§ ju beregnen, inbem 

man © au$ ber ©let^ung IV., bireft beregnet (fotüo^I @— , 

ate au* ©-!- — ) »«wi — unb , r bereite Hein ftnb; 
^ a+rx/ a a+rx 

— bann aber bebient er tfc§ aud) berfelben gormel VI., um 
© — unb wobl au* ©— s — barauS ju berechnen, wenn — 

a ' ^ a+rx o t r a 

ober au<$ -+ — nocl) nic^t Hein genug iji, inbem man ftatt 

x eine gange 3al)l v grofi genug nimmt, bamit — 1 — Hein 

genug wirb, um © , bireft au* ber ©let^ung IV. be* 

quem beregnen ju fönnen. 2)ie ©letdjung VI. liefert bann 

© — in ba$ bereit» bireft beregnete ©— £ — unb in L(^ T ) 
a ^ a+wr v 

b. $. £a+Z,(a+r)+Z,(a+2r)+ ... +£,( a +(v-l)r) au«* 

gebrueft, w&fyrenb jiebo^ a unb a+(v— l)r pofttto gebaut 

»erben muffen. — 2Da6 filjnli^e SSerfatyren tritt ein, um audj 

®-qj^ ju beregnen, wenn -^-^ nod) ni$t Hein genug iji 

Um bte$ in gormein auÄjubrfiden, mufl man juerfi v jiatt 
x in bie VI. fubfHtuiren; bie« giebt 



1) L(* v * r ) = - v +v*Lr~(^-\\.L 



a 
r 



. +(f "M^f +')-^H*Sh?» 
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hinauf fefct man tytt Lettin ä+nc flott a tmb p ftatt >, 
mbvnti) man credit: 

2) £[(a+rx>*] = -ti+v .Z,r- (i-+x-i).i(-J-+i) 



a-f-rx ' a+rx-f-r^ ' 

©ubtrafyirt man nun bte ©leit$ung 1.) fcon ber VI. imb 
abbirt man nac^geljenbS bie 2.) nod& fyinju, fo gtebt bie$ 

VII. £(a*» r ) = Z^a"l r )-/^(a+rx)'*i r +v- i t£-x+(--H-^+x>Ir 

_©_L-|-(g r » 

ja+ry a+rx+iy*' 

wo v unb /u jwei beliebige pojtttoe gange 3afylen ftnb, bie 
(nad) Äramp) fetten großer als 6 genommen }U werben brauen, 

um bie SBertye son @-^— unb © , r . — mittelft 

7 a+r? a+rx+rj* 



jweier, fyöc^ßenS breier ©lieber ber Steige ®q (in IV.) 
auf 9 £>ecima(jfetten genau beregnen ju Wrtnen. fttam) feftt 
abe* bei biefer teueren Seljauptung noc§ mehrere« fiittfd^weigenb 
*>orau$, barunter offenbar auä), baf a pojttfo iß. 

Derfelbe benimmt au$ bei biefer ©efegentyeit bie SBettye 

*on ©1, ©2, ®2~ri unb ©jjxff wie wir fold&e* in 

ber Slnmerfung ju §. 125. getljan tyaben; fein SJerfa^ren hm* 
jebodb siel fcerwicfelter , ba er nid&t bie geeignete einfädle 8ot* 
mel baju tterwenbefc 

Seffel l)at nad& Äram*>'$ «erfahren Säbelten bergafut 
taten berechnet. — 8lu# Segenbre (Exercises etc. T. I. p. 3020 
tyat x! »on x = bis x = 1 in Tabellen mit 7 £ed< 
malen beregnet unb fräter (Exercises etc. T. II. pag. 85.) to M 
IDecimalen. 



Drutf tum (Sror. Ungcr in «erlin. 



